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Partie I

On définit f : [0,+∞[ →R, x 7→ (1−x)ex −x.

1. Étudier les variations de f et calculer sa limite en +∞.

2. Prouver que l’équation f (x) = 0 a une unique solution α, puis que α appartient à
l’intervalle [0,1] .

Partie II

On définit g : [0,+∞[ →R, x 7→
ex

ex+1 .

On définit une suite (un)n∈N par 0≤ u0 ≤ 1 et la relation de récurrence

∀n ∈N, un+1 = g (un) .

1. (a) Étudier les variations de g et prouver que g (α) =α.

(b) Démontrer que pour tout 0 ≤ x ≤ 1 :

|g ′(x)| ≤
e

4
.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

0 ≤ un ≤ 1.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

|un −α| ≤

(e

4

)n
.

4. En déduire que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.


