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Mathématiques

Corrigé du devoir surveillé n°9

Exercice 1

Soient E=R3, F={(x,y,2) € E|x+y+z=0}etv=(1,1,1).
1.

‘ F est un sous-espace vectoriel de E

car c’est 'ensemble des solutions du systéme linéaire homogeéne x+ y + z = 0.

Soit u = (x, y,z) un vecteur de E. On a les équivalences :

UueF < x+y+z=0
= z=-X-Y
= u=(xy-x-y)
— u=x(1,0,-1)+y(0,1,-1),

donc

F =Vect((1,0,-1),(0,1,-1)).

La dimension de F est égale au rang de la famille & = | (1,0,-1),(0,1,—1) |. Or ce rang est égal a 2, puisque les

h f
vecteurs fj et f> ne sont pas colinéaires. On a donc

2. (a) Onvaprouver que FN G = {0g} par double inclusion.

. F et G sont des sev de E, donc il contiennent 0. On en déduit O € FN G; et donc {0g} € FNG.
o Soit u un vecteur de Fn G. Comme u € G, on peut écrire u = (1,4, 1), ou A est un réel. Et comme u € F,

A+A+A=0,donc A =0.0n en déduit u =0g, donc FN G < {0g}.
Conclusion :

(b) D’apres la formule de Grassmann :

dim(F+G)=dimF+dimG—-dim(FnNnG)=2+1-0=3=dimE.

Conclusion :
dim(F+G) =dimE
F+G cE

}zF+G=E

Comme par ailleurs FN G = {0}, on a bien
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Exercice 2

8
1. e Ilya8boules blanches parmiles 10 de 'urne, donc| P (A;) = 10

* Sil'événement A; est réalisé, il reste 7 boules blanches parmiles 9 de l'urne, donc| Py, (A2) = r

e Sil'événement A; N Ay est réalisé, il reste 6 boules blanches parmiles 8 de 'urne, donc| Pa,na, (A3) = e

2. D’apres la formule des probabilités composées :

8 7 6
P(A1nAxnA3) =P (A1) x Py, (A2) x P Az)= — X —x—=—,
(AN Az N As) (A1) X Py, (A2) x Payna4, (A3) 1059%8"15
OrI'événement B est le contraire de A; N A> N Az, donc
PB)=1-P(AinAynA3)=1 7—
B T T

P(B) = 8
T 15

3. On doit calculer Pg(N). On utilise la formule de Bayes :

Pn(B) x P(N)

Pp(N) = P8

On sait que P(B) = %, et il est clair que P(N) = %. Par ailleurs, 'événement N entraine automatiquement I'événe-

ment B (sila 1™ boule est noire, il y en a au moins une noire parmi les trois tirées), donc Py (B) = 1. Finalement

1x =
Pp(N) = —5> = .
1 8

Sachant qu’au moins une boule noire figure dans le tirage, la probabilité que la premiere boule tirée soit noire est %.

Exercice 3

On applique le TAF avec :

e f:R—R, t— arctant;

. x:O,y:x;

. "y = L
VieR, f'(1) = 7z

D’apres le TAE il existe un réel 0 < ¢ < x tel que

f)-f0)=f'(0)(x-0)

arctan x — arctan0 = X X

142

arctanx = 5
1+¢

Or
1 1

0<c<x=0=c*<sxX¥* = 1<1+P<1+8¥ = 25 251,
1+x 1+c¢

donc en multipliant par x (qui est positif) :

Conclusion :

<arctanx < x.

x2+1
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Exercice 4

La fonction f: x— xe™* est de classe €, car c’est le produit des fonctions de classe €

U:x—Xx et vix—e .

19 () = x Vk=0: v®x) = (-1ke™*

uM (=1

Vk=2: u®x) =0
D’apres la formule de Leibniz, pour tout entier n = 1, pour tout réel x :

n

JAMEEDY (Z) u® "0 (x)

k=0

n
="M@ w0+ | e Ve + Y| iP ) v P
0 1 k=2 k| ~——
=0, car k=2
=1xxx (D" F+nx1x(=1)"le ™

=(=D"e *(x—n).

vn=1,VxeR: fP @) =(-1)"e*(x-n).

Exercice 5
Soit f:[-1,1] = R, x— arcsin(v 1- xz).

1. Pour tout x € [-1,1], g'(x) = —2x. On en déduit les variations de g :

X -1 0 1
g'(x) + 0 -
1
g(x) / \
0 0

¢ La fonction racine n’est pas dérivable en 0. Or
gx)=0 << (x=-loux=1),

donc il y a un probléeme de dérivabilité pour fen 1 eten —1.
* Lafonction arcsin n’est pas dérivable en 1 et en —1. Or il est impossible que V'1 — x2 soit égal 2 —1 d’une part; et

Vi-x2=1<= 1-x*=1 < —x*=0 < x=0

d’autre part, donc il y a un probléme de dérivabilité pour f en 0.
Conclusion :

‘fest dérivable sur D =1-1,0[uU]0,1].
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2. Grace a la formule (vu)' = %, on trouve que la dérivée de u: x— vV1-x2est u': x — 5 —12x > = \/l_x_z Puis en
—X —X
utilisant la formule (arcsin u)’ = \/1”’_2 on obtient, pour tout x€ D :
—Uu
X i
f'(x) _ V1-x? % —X X

_ 1-x2 _ - _ .
\/1—@2_\/1_(1_)62) VV1i-x2  |xV1-x2

VxeD: fl(x)=-

X
lxIV1—x2

3. Ondistingue deux cas:
e Sio<x<1, ff(x)=-

X _ 1 d _ N .
= ——=—,donc f(x) = arccosx+ C, ol1 C est une constante. De plus f est continue
|x]V1-x2 Vi—x2’ f( ) ’ p f
sur [0, 1] par opérations sur des fonctions continues, donc la formule est encore vraie pour x =0 et pour x =1 :

Vxe€[0,1] : f(x)=arccosx+C.
Pour trouver C, on remplace (par exemple) x par 0 :
b3 b4
f(0) = arcsin (\/ 1- 02) =arcsin(l) = > et arccos0+ C = 5 +C,

donc C =0, et finalement f(x) = arccos x.
¢ Si —1 < x <0, on applique la méme méthode. On obtient (je ne détaille pas) f(x) = m —arccosx pour x € [-1,0].

Conclusion :
arccos x si0=x<1,
f= .
m—arccosx si—-1=<x<0.
4.
A
T
2
1
> o
-1 1

Remarque : vu les formules pour f(x) obtenues dans les questions précédentes, la fonction f est dérivable a droite
et a gauche en 0 (ou les pentes valent respectivement —1 et 1).



