Lycée Colbert—TSI1 Mathématiques

Corrigé du devoir surveillé n°7

Exercice 1
On définit une suite (1) ,en par Up = 7 et la formule de récurrence :

VneN, upi1=vV2+uy,.

1. Pour tout n € N, on note
Py 2<Ups1 < Uy.

U =v2+7=3

— 9P est vraie.
2 S UuUp <u

* Soit k € N tel que &7, soit vraie, on a donc
2 < Ug41 < Ug.

On ajoute 2 :
4<2+ Upsq <2+ Ug.

La fonction x — /X est strictement croissante sur [0, +oo[, donc

VA< 2% U1 < 2+ ug

2 S Ujio < Ufy1.

La propriété ;.. est donc vraie.
* P, est vraie et 22, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n €N :

VneN, 2<up+1 < uy.

2. D’apresla question 1:

e pour tout n €N, Uu4+1 < Uy, donc (Uy) ,en est décroissante;
e pour tout n €N, 2 < uy, donc (uy) ,en €St minorée par 2.

Or toute suite décroissante minorée converge, donc (u,) ,en CcoOnverge.
On note ¢ la limite de (i) ,en - Cette suite est minorée par 2, donc ¢ = 2.

On «passe a la limite » dans la formule de récurrence :

VneN, upi1=vV2+uy,,
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donc

(=V2+/.

La limite ¢ est donc une solution dans [2, +oo[ de I’équation x = v2 + x. On résout :

X=V2+x &= x*°=2+x < x¥*—x-2=0.

Avec la méthode habituelle (discriminant), on trouve deux racines : 2 et —1. Comme on résout dans
[2,+o00[, il n’y a qu'une solution : x =2 ; on adonc ¢ =2.

Conclusion : lim u, = 2.

Exercice 2

On définit une suite (u,) ,en par Up = 0,5 et la formule de récurrence :

VneN, u,4 =en —1.

2.0

154 o feeieeeeenns

1.0

0.5

Up

— @eccccveccesocsene

[$)]

0.5 1.0

2. Pour tout n € N, on note
P, 05<u,<upy.

u =€e%-1=065

= 9, est vraie.
05 s=u=uy } 0

* Soit k € N tel que &, soit vraie, on a donc
0.5 < ug < Ug41.
La fonction exp est croissante sur R, donc

el < el < gtk

Onretire 1 :
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ed®—1<elk—1<e1 -1

05< uk+l < uk+2.

(puisque %% — 1 = 0.65). La propriété ;. est donc vraie.
* P, est vraie et 22, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N :

VneN, 0.5<u, <up+i.

3. D’apres la question précédente, 0.5 < u; < u,+1 pour tout entier naturel n, donc (u) ,,en €St crois-

sante. Il y a donc deux alternatives :

* ou bien elle est majorée, et alors elle converge vers une limite £ = 0.5 ;
* ou bien elle n’est pas majorée, et alors elle tend vers +oo.

Sinous étions dans la premiére situation, en passant a la limite dans la formule de récurrence, on

aurait

el —1=v¢.

Donc d’apres ce qui a été admis au début de I'énoncé, ¢ = 0, ce qui est en contradiction avec le fait

que ¢ =0.5.

Conclusion : nous sommes dans la deuxieme situation, c’est-a-dire que

Exercice 3

Une suite (1) ,en Vérifie :

Vn,peN* 1 0<up4p<

1. En prenant n = p on obtient, pour tout n €

N* -
n+n
0<up+n=<
nxn
2
0<up, <-—.
n

Or lim% = lim0 = 0, donc d’apres le théo-
réme des gendarmes :

Usy — 0.
2. En prenant p = n+ 1 on obtient, pour tout
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n+p
np
neN* :

n+n+1)
nxn+1)
2n+1

0=<up+n+1 =

0<urp+ < > .
n“+n

Or lim i?:l = limfl—'zl = lim% = 0, donc

d’apres le théoréme des gendarmes :

Uzp+1 — 0.

Conclusion les deux suites (U2n),en
(U2n+1)nen convergent toutes deux vers 0,
donc d’apres le cours

(Un) nen converge vers 0.
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Exercice 4

Pour tout entier naturel #» non nul, on pose

1
nxnl

L
unZZﬁ et Un=Up+

1. | La suite (uy),en €St croissante

, puisqu’on ajoute des nombres positifs.

Pour tout entier naturel non nul n :

1
14 —Up=1\U + | —\Uy + —
n+l n (n+1 (n+1)><(n+1)!) (n an!)
1 1
+ - .
(n+1)x(n+1)! nxn!

=Up+1 — Un

n+11 n 1 1
Oruml—un:kglm—kglﬁ=m,d0nc
1 + 1 1
v —Up= —
LTI T A ) Mt D x(m+ )l nxal
nn+1) n (n+1)2
_n(n+1)(n+1)! nn+)xn+1) nrn+l)(n+1)xn!
_ n+n + n n2+2n+1
T nm+D(m+D! nm+D)x(n+1)! am+1D)(n+1)!
1

T nm+ D+

Conclusion : v,41 — v, <0, donc

‘ (Vn) nen €St décroissante.

2. (Un)en €St crOiSsante, (V) ey €St décroissante et

1 1
Vn—Up=|Up+——|—Up= -0
nxn! nxn!

donc

(Un)nen €t (V1) neny sont adjacentes. Par conséquent, elles convergent vers la méme limite.

Remarque: La limite commune des deux suites estle nombre e. On le démontrera dans un exercice
de lalecon n°20.
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Exercice 5

1. On écrit la division euclidienne :
X'-4X-3=(X-2)QX)+R(X),
ol Q et R sont deux polynomes de R[X] et deg(R) < 1. Autrement dit :
X' —4X-3=(X-2)QX) +a.
Onprend X =2 :
24 —4x2-3=2-2)Q@)+a

5=a

‘ Le reste dans la division euclidienne de X* —4X — 3 par X — 2 est le polyndme constant R(X) = 5.

2. ® , car

i est racine du polynéme P(X) = X* +2X3 -2X2 +2X -3

it+2i3-2i%+2i-3=1-2i+2+2i—-3=0.

e Comme P € R[X], le conjugué —i est aussi racine, donc d’apres le cours
(X —)(X+1) = X* + 1 divise P.|
* On pose la division euclidienne :

CXt42X3-2XP42X -3 X%+l
x* + X* X*+2X-3
_ 2X%-3X*+2X-3
2x3 +2X
~ -3x® -3
-3X? -3
0

On en déduit: P(X) = (X?+1) (X* +2X -3).
* Lesracines de X2 + 1 ne sont pas réelles : ce sont i et —i.
* Alaide du discriminant, on voit que X2 +2X — 3 a deux racines réelles : x; = 1 et x, = —3.

On déduit de ce qui précede :

La décomposition de P(X) dans R[X] est P(X) = (X% +1) (X - 1) (X +3).

La décomposition de P(X) dans C[X] est P(X) = (X —) (X +) (X -1 (X +3).

3. Oncalcule P(-1), P'(-D et P"(-1) :
e P(-D)=(-D8+2x(-1)3+1=1-2+1=0.
e P'(X)=6X°+6X2%,donc P'(-1) =6x (-1)°+6x (-1)2=—-6+6=0.
e P"(X)=30X*+12X, donc P"(-1)=30x (-1)*+12x (-1) =30—-12 = 18.

Conclusion : P(-1) = P'(-1) =0et P"(-1) # 0, donc

—1 estracine de P d’ordre de multiplicité 2.
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