Corrigé du devoir surveillé n°4

Exercice 1

1. On utilise la formule de récurrence et on remplace :
U =1
avecn=0 : U=2xup+0-1=2x1-1=1 U1 =2Ur +k—1 (formule de récurrence pour la suite)
avecn=1: Up=2xu+1-1=2x1 =2 = 2(2"' - /c) +k-1 (hypothese de récurrence)
avecn=2: Uz3=2xuUp+2-1=2x2+1=5 —oxok okt k—1 (on développe)
=21 _ k-1 (calcul)
up=1, u1 =1, up =2, ug=>. =2k+1—(k+1)

2. Pour tout n € N, on note &2, la propriété ) )
La propriété ;.. est donc vraie.

u,=2"-n. ¢ Conclusion. & est vraie et &2, est héréditaire, donc elle

est vraie pour tout n € N.
¢ Initialisation. On prouve que 2 est vraie.

vneN, u,=2"-n.

Yo =1 = P, est vraie
200 =1 0 ) 3. On pose v, = u, + n pour tout n € N.
¢ Hérédité. Soit k € N tel que & soit vraie. On a donc (a) PourtoutneN :
Up = 2F k. Upsl1 = Ups1+(n+1) (définition de (vy) yen)

Qup+n-1+m+1) (formule de réc. pour () yen)

=2u,+2n (réduction)
Prouver que %, est vraie, c’est-a-dire que =2(up+n) (factorisation)
=2v,

Upsr =28 = (k+1).

Conclusion : pour tout n €N, v,41 =2v, donc
On partde

ue =2F k. (Vn) nen €St géométrique de raison g = 2.




(b) On en déduit que pour tout n €N : Enfin, u, =v,—n=2"-n.

vy = vy x 2",

Orvg=uy+0=1+0=1,donc v, =1x2"=2", vneN, v,=2"—-n.

Exercice 2

1. Il s’agit d'une somme télescopique. D’aprées une proposition
du cours :

n 3n+2)(n+1
VneN, Z (uk+1—uk)=35n+w.

n
Y (psr = we) = Uns1 — g = (n+1)° 0% = (n+ 1)°. & 2

k=0

2. (a) SoitkeN. L ,
3. D’apres les questions 1 et 2, pour tout ne N :

U1 —Up = (k+1)3— K3 = JE+3K2+3k+13 - = 3k +3k+1.

3n+2)(n+1
3sn+—( 1 ;(" )=(n+1)3
‘WCEN’ ”"+1_”":3k2+3k+1“ 5 Bn+2)(n+1)
3S,=(n+1)°3-——
(b) Par linéarité de Y et d’apres la question précédente, 2
pour tout n €N : 35 _2m+D)*(n+D)  Bn+2)(n+1)
n n " 2 2
Y (U —up) = Y (3K% +3k+1) (n+D)[2(n?+2n+1)-(Bn+2)]
k=0 k=0 38, =
2
n n n 2
=3) K2+3) k+ Y 1 S _(n+D(2n"+4n+2-3n-2)
k=0 k=0 k=0 n 2 %3
+1 2
=3Sn+3n(n ) e tne Dl n:(n+1)(2n +n)
6
On adonc
& 3n(n+1) 2(n+1 3n+2)(n+1 +1)nn+1
(s = ty) = 35n+ (2 )+ (2 ):3571 % VﬂENysn:%.
k=0




Exercice 3

Soient A(3;-2) et D la droite de représentation paramétrique

x =342t
, teR.

y =1+¢t

A

\

1. Le vecteur T[( ) dirige D, et A est orthogonale a D, donc

2
1
—(2) a N ,
u 1 bestnormalaAetlona

A:2x+1y+c=0.
De plus, A passe par A(3;-2), donc

2x34+1%x(=-2)+¢c=0<=4+¢c=0 < c=-4.

Conclusion:|A:2x+y—-4=0.

2. Le point H est le point d’intersection de D et A, donc pour
obtenir ses coordonnées, il suffit « d'injecter » la représenta-
tion paramétrique dans I'équation cartésienne de A, puis de
résoudre :

2x+y-4=0 <= 2@3+20)+(1+1t)-4=0
< 6+41t+1+1t-4=0
<~ 5t+3=0

3
— t=—-=-0,6
5
On en déduit que les coordonnées de H sont :

xg =3+2x(-0,6)=3-1,2=1,8
yg =1+t=1+(-0,6)=0,4

Conclusion :| H(1,8; 0,4).

. On écrit sous forme canonique :

o x?—6x=(x-3)2-9;

Y +ay=(y+2)?%-4.

On a donc les équivalences :

X’ —6x+y?+4y+6=0 < (x-3)2-9+(y+2°-4+6=0
= (x-3)*+(y+2?*-7=0

= (x-3)°+(y+2?%=7.

Conclusion :| € est le cercle de centre A, de rayon R = V7.

. La distance de A a D est égale a la longueur AH. Elle vaut

AH = \/(xH —x)2+ (yr—-ya) = V(1,8-3)2+(0,4— (-2)2 = \/7,2.

Comme R < /7,2,

la droite D ne coupe pas le cercle 6. ‘

Remarques:
* On pouvait aussi injecter la représentation paramétrique
de D dansI’équation de € et résoudre (274 degré).

* Sur votre copie, la droite D est a moins d’1 mm du cercle
€.



Exercice 4

2. Les vecteurs M A et MB sont colinéaires et de méme sens,
donc
MB

X

NTA- T = 37

xcos(m,m)
=MAx MB xcos0=MAx MB.
=1

| MA-MB = MAx MB. |

3. On utilise la question 2 et la bilinéarité du produit scalaire :

MAxMBzm-mz(M+a)-(m+ﬁ)
—MI-MI+MI-IB+TA-MI+T1A-IB
:1\71'-1\71'+1\71’-(ﬁ§+ﬁ)+174-ﬁ§.

Exercice 5

1. Parlinéarité de ) :

1 1 &k X1 k &k mli—1
55"‘5X,§0ﬁ‘,§oixﬁ‘k§02k+lm;2—f

Or:
« MI-Mi=MP. o
¢ ] estle milieu de [AB],donc IB+IA= 0 et

m-(rﬁ+171)=m-3=0.

e Lesvecteurs I A et IB sont colinéaires et de sens contraire
et I est le milieu de [AB], donc
IB

X

i T5 =T

«cos T, T5)
=IAxIBxcosm=—IAxIA=—-1A%
=-1

En rassemblant les calculs qui précedent, on obtient M A x
MB=MI* 1A%,

Or I est le milieu de [AB] et OAB est isocele en O (car OA
et OB sont deux rayons de ¥), donc (OI) est la médiatrice
de [AB] et OI A estrectangle en I. Le théoréme de Pythagore
donne alors M2 = MO? — OI? et [A%> = R?> - OI?.

Finalement :

MAxMB = MI*~1A* = (MO? - OI?)—(R? - OI?) = MO*-O1* - R* +O1~.

| MAx MB = MO?— R%.|

On utilise de nouveau la linéarité :
1 n+1 ] n+l 1

Sn= - - 1)
=12



Dans la somme qui définit S, le terme d’indice 0 est nul
2 50 = 0), donc

n+l nos
j j n+1_ n+1
Z 2_ Z 2_ on+l =Snt on+l’

Donc en remplacgant dans (1) :

n+l "l

1
ESH:SH_FW_J.:ly‘

. On calcule Z == en utilisant la linéarité de Y et la formule
Jj= 1
sur les sommes géométriques :

n+l 1 n+11 1 1 n+1 1 1 noq
R R DM T2y
1 1n+1 1
_ 5 2n+1_ _
_EX Z =1 on+l’

(On peut aussi, plus simplement, écrire la somme en extension et mettre % en facteur,

ou encore ajouter et retrancher le « terme manquant» 1.)

n+l_ 1
j;_l_ZnH'

1l suffit alors de remplacer dans la formule de la question 1 :

1 n+1 =l n+1 1
=S8, =8, +—-— — = +——1——
o T on+l ];2] T on+l ( 2n+1)
_ n+1 1 n+2
- "+2n+1 - +2n+l_ ”+2n+1 - L
On en déduit :
n+2 1 n+2 1
I_W_S”_Esnﬁl_zﬂ_ﬂ_isn
n+2\ 2(n+2)
— 2 I—W —Sn — _2'17*'1 n
n+2
Sp=2- o

On en déduit :

3. Pour tout n € N, on note &2, la propriété

n+2

Sp=2- o

¢ Initialisation. On prouve que 2 est vraie.

0

k 0
—_ = == = 0

kz 2k 720 = %, est vraie.

=2-2=0

» Hérédité. Soit n € N tel que &, soit vraie. On a donc
n+2

Sn=2- o

Prouver que 22, est vraie, c’est-a-dire que

_ n+3
Sn+1 =2- ZYLT .
_ n+2
Sn=2- on
(définition de S;+1)
n+l . .
Pyt (on met a part le dernier terme)
n+1 . )
on+l (hypothese de récurrence)
2(n+2) n+1 o . ) )
T Tom + Prst (on réduit au méme dénominateur)
2n+4-n-1 n+3
on+l e on+l

La propriété 22, est donc vraie.
¢ Conclusion. &, est vraie et &, est héréditaire, donc elle
est vraie pour tout n € N.

n+2

VneN, §,=2- .
on




