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Corrigé du devoir surveillé n°2

Exercice 1

1. e Pourtoutx>0 :
ef—x+l=e*(1-xe " +e™).

Or
lim 1 =1
X—+00
lim xe™* =0 (par crois. comp.) = lim (1 —xe *+ e‘x) =1,
X—+00 XxX—+00
lim e™* =0
X—+00
donc
liIP e* = +00 p
r¥oHoo = | lim (e*—x+1)=+o0.
Iim (1-xe*+e™®) =1 x—>+oo( ) &
X—+00
* On utilise la limite d'une composée :
lirP e*-x+1) =400
x—+00 — : X _ — )
lim InX =+o00 xl—l»rPooln (e e 1) oo
X—+o0

2. Onmet \/v2° +v2° = V4 =2 en facteur :

V2cos(Bx) +V2sin(3x) =2 < 2 (? cos(3x) + ? sin(Sx)) =2

b4 b4
— cosz cos(3x) +sinz sin(3x) =1
b4
— cos(3x— —) =1
4
b4
— Jkez, 3X—Z=2k7[
b4
— JkeZz, 3x=Z+2kﬂ

n  2km
— JkeZ, x=—+—.
12 3

2k
Conclusion:| S = {£+—ﬂ | keZ}.
12 3
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3. e cosl”—z=cos(§—%)=cos%cos%+sin%sin%=%x§+‘§x§: ‘/EZ‘/E
inZ —gin(Z —IZ)=ginZ cosZ —sinZ cosE = Y3 x V2 _v2 1 _ V6-v2
* sin % =sin(3 %f)—smgcosél sinfcosf =% x 2 - Y2 x 3=
s 6—-v2
cnzo B S svi 4 Ve-vz
12 7 cos{; ~ V6rv2 4 V6+v2 ~ Ve+v2'

4
Pour démontrer 1'égalité tan 1—”2 =2—4/3, on fait un produit en croix :

(\/€+\/§)x(2—\/§)=2\/5—\/6x\/§+2\/§—\/§x\/§=2\/6—\/ﬁ+2\/§—\/€
=2v6-3v2+2v2-V6=V6- V2.

n_ Ve-v2
12 \6+v2

4, o VxeR, f(—x) =3(sin(-x))?> —1=3(-sinx)?> — 1 = 3sin® x— 1 = f(x), donc| f est paire.

e VxeR, f(x+m) =3 (sin(x+ 71))%-1=3(-sinx)?—1=3sin’x-1= f(x), donc‘ f est m-périodique. ‘

=2-V3.

On en déduit : | tan

Exercice 2

1. | —1 est une racine évidente | :

2x (-1 -5x(-1)2-4x (-1)+3=-2-5+4+3 =0.

On peut donc écrire
VX€ER, 2X> -5X?—4X +3=(X+1)f(X),

ol f est une fonction du 2" degré.

Pour déterminer f, on pose la division euclidienne :

2X3-5X%-4X+3| X+1
2x3 +2x° 2X2-7X+3
—7X%-4X+3
_7X2-7X
3X+3
 3X+3
0

Onadonc:

VX€eR, 2X> -5X*—4X +3=(X+1) (2X*-7X +3).

2. Onrésout dans [0;27] 'équation

2sin® x—5sin? x—4sinx+3 = 0.
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On pose X =sin x. Léquation se réécrit
2X%-5X*-4X+3=0,
donc en utilisant la question 1 :
(X+1)(2X*-7X+3)=0
= X+1=00u2X*-7X+3=0.

En utilisant le discriminant, on obtient trois solutions : X; = -1, X, = %, X3 =3.
Par conséquent :

. . , . . 1 .
2sin® x—5sin® x—4sinx+3 =0 < sinx=—1ou sinx = = ou sinx = 3.

* La seule solution de I’équation sin x = —1 dans [0; 27] est 37”
¢ Les solutions de I'équation sin x = % dans [0;27] sont % et %”.
e L’équation sinx = 3 n'a pas de solution dans [0;27], car un sinus est compris entre —1 et 1.

Conclusion :
3n m 57
S=4—;—=;—¢.
{2 6 6}

Exercice 3

1. Soit u:]0;+oo[ — R, x— x> —1+2In x.
(a) Pour tout x € ]0;+o00] :

I 2 1
u(x)=3x"+2x—.
X

Clairement u’ est strictement positive. On a donc le tableau :

u'(x)

o
u(x) /

(b) u(1)=13-1+2In1=1-1+2x0=0.0n adonc le tableau de signes :

u(x) - 0 +
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2. Soit f:]0;+0o[ — R, x— x — 0%,
(a) On utilise la formule pour la dérivée d’'un quotient, avec
u(x) =Inx, v(x) = X%,

/ _1 ! —
u(x)= P v (x) =2x.

On obtient, pour tout x € ]0; +oo[ :

o gxx®-Inxx2x  x-lnxx2x _ ¥(1-2Inx)
ff=1-F——s——=1- 2 =1- 3
() E e
X 1-2lnx _ x*-1+2Inx _ u(x)
X8 B x3 Tox3
u(x)

Vx€]0;+oo[, f'(x) = 5

(b) On a étudié le signe de u dans la question 1.(b). On en déduit le tableau :

X 0 1 +00
u(x) - 0 +
X3 0 + +
10 =45 - 0 +
+00 +00
f= \ /
1

In1 0
D=1-—=1--=1.
F 12 1
(c) On commence par calculer l(i)m o f(x). Pour cela on écrit f(x) =x—Inxx x—lz
x—0, x>

Ona
l(i)m 0lnx =-00 1
x—0, x> ) — lim lnxx—zz—oo,
= = +00 x—0, x>0 X
x—0, x>0 ¥
et donc
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l(i)m 0x =0

SSee T = | lim f(x)=+oo.
1(1)111 0lnx X =5 =-00 x—0, x>0

x—0, x>

Ensuite on calcule lim f(x).
X—+00

lirP x = +00

X—+00 :

. . , = | lim f(x)=+o0.
]HP h;—zx =0 (par croissance comparée) x~+oof

X—+00

(d) ‘ La fonction f est minorée par 1, mais elle n’est pas majorée. ‘

‘ Elle n’est donc pas bornée.

Exercice 4

1. Ona (sin)’ = cos, donc I'équation de (T) est

y=fl@x-a)+fla)
¥ =cos(0)(x—0) +sin(0)
y=1x+0

y=x

g'(x)=1-cosx.

2. Pour tout x € [0; 7] :

On résout dans [0; 7] :
1-cosx=0 <= cosx=1 < x=0.

On en déduit le signe de g’ et les variations de g :

X 0 b4
g'(x) 0 +
b4
g(x) /
0

3. D’apres le tableau de variations, le minimum de g est 0, donc
x—sinx=0

pour tout x € [0; 7] .

Autrement dit : | € est en-dessous de (T') sur I'intervalle [0;7].
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Exercice 5

1. Onremarque que 4a = 2 x 2a et on applique une premiere fois la formule de duplication du sinus :
sin(4a) = sin(2 x 2a) = 2sin(2a) cos(2a).
On applique une deuxiéme fois la formule de duplication du sinus : sin(2a) = 2sin acos a, donc

sin(4a) =2 x sin(2a) x cos(2a)
=2x2sinacosa x cos(2a)

=4sinacosacos(2a).

VYa€eR, sin(4a) =4cos(2a) cos(a)sin(a).

2. Onremarque (c’est astucieux) que %” =7 — %, si bien que sin %” =sin g (angles associés).

Ensuite on prend (et c’est une nouvelle fois astucieux) a = ¥ dans la formule de la question 1:

2t

. . . s A s . .
On peut simplifier, puisque sin <" = sin £ (qui est non nul) :

. 21 AN
%jz%:os(?)cos(g)m 5)
cos(%)cos(%):

On peut prolonger I'exercice : en utilisant la formule de duplication cos(2a) = 2cos? a — 1, avec
a= %,1'égalité que nous venons d’obtenir se réécrit (aprés un petit calcul)

On en déduit :

N

37 b4
8cos” ——4cos——-1=0,

5 5

si bien que cos  est solution de I'équation 8x3-4x-1=0.

Cette équation a une solution « évidente » : X = %, donc en faisant une division euclidienne on
obtient la valeur exacte de cos % :




