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Corrigé du devoir surveillé n°10

Exercice 1

1. OnécritI = ff —”;“Cdxzfle%(lnx)%dxpourreconnaitrelaformule u'u® aveca=1:
1= [annt| <Zanet -2t -2 -3
=|=(nx =-(ne)z —=(In1)z2 == =-.

3 1 3 3~ 3 3

2. Oncalcule K = fol 2tarctan tdt al’aide d'une intégration par parties : on pose

u' () =2t v(t) =arctant

u(t) = 12 V) =

142

Chacune des fonctions u et v est de classe € sur [0,1], donc :

1 1 1 1 42 P 1 42
—f 2 x 2dt=arctan1—f 2dt:——f 2dt.
o Jo u® l-i/-t o 1+t 4 o 1+¢
V(1)

1
I:f 2t xarctantdt = [ 2 x arctan
o u(n v(t) u(t) v(t)

Or
Lo T1+2-1 1142 L |
[ [ [ [
o 1+12 0 1+¢2 o 1+1¢2 o 1+1¢2
1
/2
=f 1dt — [arctan t](l) =1-(arctanl —arctan0) =1— Z
0
Finalement
7 LA LR
K==-(1-2)=2-142=2-1.
4 4 4 4 2
3. Oncalcule L = f(;l L__dx al’aide du changement de variable de classe €' :
Vx+1
x=1 dx =2tdt.
On complete le tableau de valeurs :
x=r*]0]4
t 0] 2

Le théoreme de changement de variable donne

LS| 2 2t 22142 2 2 2 2 9
sz x21dt = —dtzf dt—f —dtzf Zdt—[ ——_dr.
0 \/?4_1 o t+1 o r+1 o t+1 0 o t+1

Or [f2dt=2(2-0)=4et [; -2 dt=[2In(t+ 1] =2In3-2In1=2In3, donc
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4. Onnote Sy, = Z #k

On met % en facteur pour faire apparaitre une somme de Riemann :

AR PO
k=0 (1 + % ) = + k-
Il s’agit d'une somme de Riemann, pour la fonction f: x — ﬁ, sur I'intervalle [0,1].

La fonction f est de classe ¢ sur [0,1], donc

1
Sp — | ——dx=[n1+x];=In2-Inl=In2.

n—+oo Jo 1+x

Exercice 2

On pose I, = f; le (In x)"dx pour tout entier naturel 7.

1.
e e

Iozf (lnx)odx:f ldx=1(e-1)=e—1,
1 1

e e
Ilzf (lnx)ldxzf lnxdx:[xlnx—x]‘f=(e1ne—e)—(lln1—1)=e—e+1=1.
1 1

‘1026—1 , Il=1.

2. (a) Sil<x<e,alors0<Inx<1.Etcomme (Inx)" est positif :

O0x(nx)"<lhxx(nx)"<1x(nx)"

0<(Inx)"!<(nx".

‘ Vxe[le]l, VreN : 0<(nx)™ < (nx)"

(b) Soit n € N. On integre la double inégalité de la question précédente sur 'intervalle [1,e] :

e e e
f desf (lnx)”“dxsf (Inx)"dx
1 1 1

0<sIlp1=s1,

Conclusion :

‘ (In) hen €st décroissante et minorée par 0.

3. (a) Onpartde I,41 = fle (Inx)"*1dx, que I'on intégre par parties : on pose

u(x) =1 v(x) =(Inx)"

ulx) =x V(x)=(n+1)x é x (Inx)".
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Chacune des fonctions u et v est de classe € sur [0,1], donc :

e e
In+1=f 1><(1nx)”+1dx=[xx(lnx)"“]i—f ;éx(n+1)x%x(lnx)”dx
1 1

e
=e(ne)™!' —1(n )" - (n+ 1)f (nx)"dx=e—(n+1)I,.
1

VneN : 1n+1=e—(n+1)1n.\

(b) Lasuite (I),en est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers une limite ¢ = 0.

Supposons ¢ # 0. En passant a la limite dans I'égalité de la question précédente, on obtient
« € =—00 »,

ce qui est absurde.
Conclusion :

Exercice 3
Soit f : R® — R? I'application linéaire définie par
fxya=x-yx+y-2).
1. Soit u = (x,y,2) € R3.
x-y =0 L

ueKer(f) < f(x,5,2) =0 < (x—y,x+y—2)=(0,0) < {
x+y—-z =0 Ly

xX—=Yy =0 L]<—L1
— — z=2yetx=y < u=(yy2y)=y(1,1,2).

2y-z =0 Ly—Ly-1L;

Conclusion :

| Ker(f) = Vect((1,1,2)). |

2. Lenoyaude f est de dimension 1, donc d’apres le théoréeme du rang :

dim (R®) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
3=1+dim (Im(f))
2 =dim (Im(f)).

Onadonc:

dim (Im(f)) =dim(R?) }: Im(f) = R?

Im(f) cR?
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Exercice 4
Soit g:R3[X] = R3[X], P—P(X)+(1 - X)P'(X).
1. Pour tous P, Q dans R3 [X], pour tous réels A, 1 :

gAP+pQ) = (AP +pQ)(X) + 1= X)(AP + Q) (X) = AP(X) + pQ(X) + (1 - X)AP'(X) + (1 - X)uQ'(X)
=APX)+(1-X)P'(X)+p(QX)+(1-X)Q'(X)) =1g(P) + ug(Q.

Lapplication g est linéaire. ‘

2. Soit P(X) = aX®+ bX? + cX +d un polynéme de R3 [X] .

gP)=P(X)+(1-X)P'(X)=aX’+bX*+cX+d+(1-X)(3aX*+2bX +c)
=aX®+bX*+cX +d+3aX*+2bX +c-3aX> —2bX* - cX
=-2aX>+(-b+3a)X*+2bX +c+d.

g(P)=—-2aX>+(-b+3a)X* +2bX +c+d.

3. Soit PeR3[X].

-2a =0
3 ) -b+3a =0
PeKer(g) < gP)=0 < -2aX°+(-b+3a) X +2bX+c+d=0 < 2b “o
c+d =0
— a=0,b=0,d=-c < P(X)=cX-c=c(X-1).
Conclusion :
| Ker(g) = Vect(X - 1). |
4. Le noyau de g est de dimension 1, donc d’apres le théoreme du rang :
dim (R3 [X]) = dim (Ker(g)) + dim (Im(g))
4=1+dim(Im(g))
3 =dim(Im(g)).
‘ Le rang de g est égal a 3. ‘
5. On obtient immédiatement grace a la question 2.(a) :
g=1 , gxX¥)=-x*+2Xx , g(x*)=-2X>+3x%

On sait que dim (Im(g)) = 3. Par ailleurs, Im(g) contient la famille & = (1,-X? +2X,-2X> +3X?), qui est de
rang 3, car c’est une famille de polyndmes non nuls échelonnée en degrés. On en déduit :

dim(Im(g)) =dim (Vect(¥))=3

Vect(F) cIm(g) } = Im(g) = Vect(¥)

Conclusion :

Im(g) = Vect (1, - X* +2X,-2X> +3X?).
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Exercice 5

Dans 'espace E = €*°(R,R), on considere le sous-espace

Hz{feE( [Olf(t)dtzo}.

1. Soient f, g dans H, A, 4 deux réels. On a

1 1 1
[ Af+pgde= /lf foder+ ,uf g(ndt (par linéarité de I'intégrale)
0 0 0
=Ax0+ux0 (car f et g sontdans H)
=0.

Donc Af + ug € H, et ainsi

‘ H est un sous-espace vectoriel de E. ‘

2. Soient f, g dans H, A, i deuxréels. On a

UASf +pg) = Af +ug) =Af +ug' = Au(f) +pu(g),

donc

‘ u est une application linéaire. ‘

3. (a) Lafonction nulle appartient a H, car c’est un sev de E. Réciproquement si f est constante égale a A et
si elle est dans H, alors par définition de H :

1 1
0=[ f(t)dtz[ AdE=A(1-0) =2,
0 0

donc A =0.
Conclusion :

| La seule fonction constante dans H est la fonction nulle.

(b) Soit f € H telle que u(f) = 0. Alors ' =0, donc f est constante; et d’apres la question précédente, f est
la fonction nulle. On en déduit que Ker(u) = {Og}, et donc que

I'application u est injective.

4. (a) Lesfonctions f telles que u(f) = g —autrement dit f’ = g — sont les primitives de g qui appartiennent a
H. On sait qu’elles sont de la forme f: t — % t3 + ¢, o1 ¢ est une constante.

Reste a trouver ¢ pour que f soitdans H :

1
1

+c=0= —+c=0<= c=——.

0 12 12

1 1
feH@f f(t)dt=0<=>[ (1t3+c)dt=0<=> [it4
0 o \3 12

Conclusion :

La seule fonction f telle que u(f) soit la fonction g: t— % est f: t— %t3 - 1—12

(b) On sait que u est une application linéaire injective. Pour prouver que c’est un isomorphisme, il reste a
prouver que u est surjective.

Soit donc g € E. On sait (cf cours sur l'intégration) que g admet des primitives, comme par exemple
G:x— fox g(1)dt. Deplus, G € E, car sa dérivée g appartient a E.
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Posons alors F=G-c,ouc= fol G(1)dt. La fonction F appartient a E et
1 1 1
f F(t)dtzf (G(r) - c)dtzf G(t)dt—c=0,
0 0 0

donc F appartient 2 H. De plus u(F) = u(G—c¢) = (G—¢)' = G’ = g, donc F est un antécédent de g par u.

Conclusion : toute fonction g € E admet un antécédent par u, donc u est surjective; et donc
u est un isomorphisme.

Exercice 6
Soit E un espace vectoriel et soit u € £ (E) tel que u® = u.

1. Soit x € E. On écrit x = x — u(x) + u(x) et on remarque que

x=x—u(x)+ u(x) .
—~—

e u(x)eIm(u);
5 2_
e x—u(x) € Ker(u), puisque u(x— u(x)) i u(x) — 12 (x) =" ulx) — u(x) = g
elm(w)

Autrement dit on peut écrire :
eKer(u)

E =Ker(u) +Im(u).

Conclusion :
2. Soit x € E. Si x € Ker(u) nIm(uw), alors d’'une part u(x) = 0g, d’autre part x = u(y),ou y€ E
2_
="u(y) =x.

On a donc 0 = u(x) = u(u(y)) = u?(y) “
Par conséquent Ker(u) nIm(u) = {Og}, et comme on sait déja que E = Ker(u) +Im(u) :

E =Ker(u) ® Im(u).
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