Lycée Colbert—TSI1 Mathématiques

Corrigé du devoir maison n°9

Exercice 1

On définit une suite (1) ,en Par Yo = 7 et la formule de récurrence :

VneN, ups1 =2+ uy.

1. Pour tout n € N, on note
P 2<Ups1 < Uy.

U =v2+7=3

= 9P est vraie.
2 < U <u

* Soit k € N tel que &7, soit vraie, on a donc
2 < Ug41 < Ug.

On ajoute 2 :
4<2+ Upsq <2+ Ug.

La fonction x — /X est strictement croissante sur [0, +oo|, donc

\/ZS \/2+le+1$\/2+uk

2= Upy2 < Ugy1-

La propriété &, est donc vraie.
* P, est vraie et 22, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N :

VneN, 2<up+1 < uy.

2. D’apresla question 1:
e pour tout n €N, U,4+1 < Uy, donc (Uy) e €st décroissante;
e pour tout n €N, 2 < uy,, donc (uy) ,en €St minorée par 2.
Or toute suite décroissante minorée converge, donc (uy) ,en cOnverge.

On note ¢ la limite de (u5) ,en - Cette suite est minorée par 2, donc ¢ = 2.
On «passe a la limite » dans la formule de récurrence :

VneN, upi1=vV2+uy,,

donc

(=V2+/.

La limite ¢ est donc une solution dans [2, +oo[ de I'équation x = v2 + x. On résout :

X=V2+x & X¥=2+x = x*-x-2=0.

Avec la méthode habituelle (discriminant), on trouve deux racines : 2 et —1. Comme on résout dans
[2,400[, il n'y a qu'une solution : x =2 ; on a donc ¢ = 2.

Conclusion : lim u, = 2.
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Exercice 2

Soit n € N. On calcule :
* Ugp = Lcos(ﬁ’;—”)J = |cos(2nm)] = |1) =1, donc ug, — 1.

(6n+3)m
3

® Ugn+3 = Lcos( )J =|cos@nm+m)| =|-1] = -1, donc ug,+3 — —1.

Conclusion : (uy) ,en possede deux suites extraites qui convergent vers des limites différentes, donc

(Un) nen diverge.

Exercice 3

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose
[ | no1
Up=9y ——-2yn et v,=Y ——-2vVn+1l.

1. Pour comparer les nombres positifs 2v/nvn+1 et 2n+ 1, on compare leurs carrés :

2
(2\/%\/;” 1) —dn(n+1) =4n® +4n,
@Crn+1?=4an’+4n+1.

Deux nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés et 4n? +4n < 4n® +4n+1,
donc

‘zx/ﬁ\/WSZ;HL‘

2. Pour tout n e N* :

n 1 n
= 1\/%+\/m—2\/ﬁ— 1\/E+2\/ﬁ
_ 1 _Zx/mxx/m+2\/ﬁxx/m
Vn+1 Vn+1 Vn+1
1-2(n+D+2ynvn+1
- v+l
_—1-2n+2ynvn+1
- NCES '

D’apres la question 1, -1 -2n+2y/n x vVn+1 <0, donc u;, — u, <0. Par conséquent :

‘ (Un) neny+ €St décroissante. ‘

3. Pour tout n e N* :

vn—unz(%—2\/11+1)—(%—2\/_)=2\/ﬁ—2\/n+ =2(\/ﬁ—\/n+1).

Pour calculer la limite, on multiplie et on divise par /n+vn+1

\/ﬁ—\/ﬁ_(\/——\/nﬂ)(\/ﬁﬂ/nﬂ)_\/_2—\/n+12_ n-(n+) -1
B NERVIES] U+ Vn+l  Va+vn+l Jn+vn+l

On en déduit lim (v/7n—vn+1) =0; et donc lim (v, — up) = 0.

Conclusion : (uy) ,en+ €St décroissante, (vy) ,en+ €St croissante et lim (v, — u,,) = 0, donc
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‘ (Un) nen= €t (Vn) nen+ sont adjacentes.

4. Les suites (Uy) pen+ €t (Vn) nen+ sont adjacentes, donc elles convergent vers une méme limite finie
¢. En particulier,

n
1
— -2vVn— V¢,
donc comme 2y/n — +00 :
LA
Y — —+o0
k=1Vk
5. On sait que
n
1
Y —-2vVn—t¢ et 2Vn— +oo,
k=1 Vk
donc
LI
Y —-2vn=0(2Vn)
k=1Vk
On en déduit
i 1 v
—~2vn
=1 Vk




