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Corrigé du devoir maison n°8

Exercice 1

1. Pour tout entier naturel n :

_[8n+1) _ 1,18, -0,2b, _ (L1 -0,2 8n)| _
U”+l_(bn+1)_(0,4gn+0,5bn “lo4 05)% b, A Un

\ VYneN, Uy = AU,,. \

On en déduit

U, = AU,
U, = AUy = A(AUy) = A*U
Us = AU, = A(A*Uy) = AU

et plus généralement

‘Vnel\l*, UnzA”Uo‘

(en toute rigueur, il faudrait faire une démonstration par récurrence).

. 1 1 . . , .
2. Lamatrice P = (1 ) est inversible, car son déterminant est non nul :

2
detP=1x2-1x1=1.

D’apres la formule du cours, son inverse est

3. Oncalcule D= P AP :
1,1 —0,2 11
0,4 05 12
2 -1\ | (L8 -09)] (09 0 D=(0’9 0).
-1 1)|\-07 07 0 07 0 07

4. D’apres la question précédente, D = P~! AP, donc en multipliant 4 gauche et a droite :

pPDP'=pplapp!
PDP ! = pptAPPT
PDP ' = A.

Par produit télescopique (les termes d'une méme couleur s’annulent deux a deux), pour tout entier
n=1:
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A"=(PDP™)" =pPDP' x PDP"' x PDP"' x-..x PDP™! = pp" P!

n facteurs

(on pourrait aussi démontrer la formule par récurrence).

‘ VneN*, A"=pPD"P L. ‘

5. Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Comme D est diagonale,

D= (0,9" 0 )

0 0,7

On prend ensuite la formule de la question précédente pour calculer A” :

09" 0 2 -1
‘ (0 0,7”) ‘ (—1 1)
1 1) | (09" 0,7" 2x0,9"-0,7" —0,9" +0,7"
(1 2) ‘ (0,9" 2x0,7") ‘ (2x0,9"—2x0,7” —0,9”+2x0,7")

2x0,9"-0,7" -0,9"+0,7"

n _
Onadonc A —(zxo’gn_zxo’7fl _0’9n+2X0,7fl

) , puis d’apres la question 2 :

_ (1900 % 0,9" —900 x 0,7"

_(8n) = angy = 2x0,9"—0,7" —0,9"+0,7" (1000
- 0= ~ 11900 x 0,9 — 1800 x 0,7" )

2%x0,9"-2x0,7" -0,9"+2x0,7"){ 100

. |en =1900x0,9"—-900x0,7"
VneN~,
b, =1900x0,9"-1800x0,7".

Enfin |0,9] <1et]0,7]| <1, donclim0,9" =1im0,7"” = 0. On en déduit

‘ limg, =limb,, =0.

Les deux populations (gardons comme brochets) vont disparaitre sur le long terme.
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Exercice 2
1.
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2. Onrésout'équation :

fx)=x

1

— —x

1+x
1=x(x+1)

0=x>+x—1

On calcule le discriminant (A = 5) et on trouve

deux racines :
-1++5
X1 =
2
_1_\/5
X2 =
2
-1++v5
Onadonc|g= 2\/—.

On en déduit, pour tout x =0 :

1 1
f(x)—f(¢)=m—m
_ 1d+¢) 1(1+x)
T1+00+e) A+x0)1+¢)
_1+ep-1-x
1+ +¢)
___9-x
S (1+0Q+)

>

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Uz Uz Up

Or x=0,donc 1+ x=>1; et ainsi

I+x)Q+¢@)=1+e.

Deux nombres strictement positifs sont rangés
en sens contraire de leurs inverses, donc

1 - 1
A+x00+¢@) ~ 1+¢

On en déduit

|-
|rea f("’)l_‘(nx)(lﬂp)'

_ e«
1+ +¢)
_lo—«f

T 1+4g

Vx=0: |f(x)—f(<p)|s%.
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3. Pour tout n € N, on note
P |un -]

)Il ¢l

|0 =g =[1-¢|
() 10l =[1-9]

* Soit k € N tel que &, soit vraie, on a donc

} = 94, est vraie.

[1-0].

-l =(2)

On applique I'inégalité de la question précédente, en prenant x = uy et en utilisant le fait que
f(@) =¢etque f(uk) = ug+1 :
|ucs1 = | = |f () - f @)

< Iulk+—(p<l)| (d’apres la question 2)
= ug — @l x T+o
1
< _ H.R.
1+¢ @ | (.0| et )
~ 1 k+1 |1 |
1+¢ Pl

La propriété &, est donc vraie.
* P, est vraie et 22, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n €N :

VneN, [u < -
w912 (135) -0l
4. D’apres la question précédente, pour tout n €N :
0= lu—ol< (=] -gl.
1+¢
n
Or li(p <1, donc lim (ﬁ) =0; et d’apres le théoréme des gendarmes :

lim|un—(p|=0

On en déduit :



