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U Lycée Colbert — TSI1 Mathématiques

Corrigé du devoir maison n°7

Exercice 1

Soit f:R— R, x— &=L

ev+1°

1. On utilise la formule pour la dérivée d'un quotient avec

ux)=e*-1, v(x)=e*+1,

u (x) =e", V' (x) =e".

On obtient, pour tout xeR :

e“xe*+1)—-(e*-1)xe¥ e*xef+e'xl—-efxe*+1xer 9’%+ex—9%+ex

2e*

! _
fe= (eX+1)2 (e*+1)2 (e* +1)2

Une exponentielle est strictement positive, donc on obtient le tableau :

X —00 +00
f'x +
1
f(x) /
-1
2. lim e*=0, donc
X——00
lim (e¥-1) =0-1=-1 e*—1 0-1
x——00 . = lim ——=——=-1.
lim (e*+1) =0+1=1 x—-ocoe¥+1 0+1
X——00

3. On multiplie le numérateur et le dénominateur par e *. Pour tout réel x :

e’ -1 _ e*-1)xe* 3 e ¥ —e™¥ _ el—e ¥ 3 1-e*

eX+1 (ef+1)xe* e *tre X elte X 14+e X

On peut alors calculer la limite en +oo : xlirP e * =0, donc
—+00
lim (1-e™) =1-0=1 l—e X 1-0
x—+00 ; — T — —
Jim (+e) =1+0=1 [ HAm S0 = i S T 10 7 ]
—+00

D’apres le tableau de variations,

f réalise une bijection de ]—oo; +oo[ sur ]—-1; 1[.

- (e*+1)%
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4. Soit y€]-1;1[. On résout I'équation :

X

fxy=y & Zx:Ll =y <= (e"+1)y=e'-1 = e'y+y=e"-1 <= e'y-e'=-1-y
-1- 1 1
= ef(y-D=-1l-y = e'= y@exzﬂ@ln(ex)zln ﬂ)@ ln(
y-1 -y I-y

Conclusion : la bijection réciproque de f est

fli-L1[-R, y—In

-y

1+y)

Exercice 2

On résout dans ]0; +oo[ I'équation

XV = (V).
Soit x € ]0; +ool. Par définition a? = e?In@ pour tous a > 0, b € R, donc on a les équivalences :
V¥ = (\/E)x — eV¥Inx _oxIn(Vx) — \/XInx= xIn(vx) & VxInx-xIn(vx)=0

1 1 1
— \/}lnx—gxlnxzo = lnx(\/}—gx) =0 < (lnx=00u \/E—Ex=0 )

On résout séparément chacune des deux équations ci-dessus :
e Inx=0 < " =¢ = x=1. )

1, _ _1 2 _(1 _1.2 _1.2_ _1.)
e VI-3x=0 = Vi=ix <= (WV0?=(3x) = x=1x" &= x—3x¥*=0 = x(1-3x) =

4
0« (x=0o0ux=4).

Or 0 est valeur interdite, donc| les solutions de I'équation xV* = (v/x)” sont 1 et 4.

Exercice 3

Soit A= arcsin% + arcsin %

1. Deux nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés. Or

(4)2 16 64 t V32 3 75
- == e —_— ===—,
5/ ~25 100 2 | T17 100

MG

donc 3 <

5 - 13 5 -1
= —26,donc 3 <3

La fonction arcsin étant strictement croissante sur [0;1],

’ 516 — 10,1
D’un autre coté, % = 26 €t 5

.4 . V3 7w . 5 1 o7
arcsin — < arcsin — = — et arcsin — < arcsin— = —.
5 2 3 13 2 6

De méme :

4 5
arcsin = >arcsin0=0 et arcsin 1—3 > arcsin0 = 0.
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2. On avu dans le cours que cos(arcsinx) = V1 — x2 pour tout x € [—1;1], donc en utilisant I'une des
formules d’addition on obtient :

4 5
sin A = sin (arcsin — +arcsin —)
5 13

+ CoS

. ( .4 ( .5 : 4) . ( . 5)
= sin|arcsin = | cos | arcsin — arcsin — | sin |arcsin —
5 13 5 13

4 (5 2 (4)2 5
== x1[1-|=| +1/1-|=] x=.
5 13 5 13

512 _ 25 _ 144 / 51\2 _ /144 _ V144 _ 12 A 4\2 _ 3
Orl—(ﬁ) = —ﬁ—ﬁ,donc 1_(E) = ﬁ—m—ﬁ,etdememe 1—(5) —E.Ona

donc:
. 4 12 3 5 48 15 63
SiINA==-X—+4+-X—=—+—=—.
5 13 5 13 65 65 65

Enfin 0 < A < 7, puisque d’apres la question 1:

. A:arcsin%+arcsin% <Z+5=7%,
. A:arcsin%+arcsin% =>0+0=0.

Conclusion : sin A = % et0<A< %, donc

. 63
A =arcsin —.
65

A Légalité sin A = % n’est pas suffisante pour pouvoir conclure que A = arcsin %. Lencadrement
de A est donc indispensable.



