Lycée Colbert—TSI1

Mathématiques

Corrigé du devoir maison n°6

Exercice 1

On définit deux suites (i) en €t (Vi) nen PAT Uy = 0, Vg = 8 et les relations de récurrence :

Un+1 Z%un"'%vn
Un+1 =%un+%vn
pour tout n € N.
1.
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Remarque : Pour placer u,+1 et v,+1, on coupe le segment [u,; v,,] en 4 ; et on place 1,41 au quart
du segment, v, aux trois-quarts du segment. Il y a clairement un lien avec le barycentre.

2. On pose s, = v, + U, et d, = v, — u, pour tout
neN.

e PourtoutneN :

Sn+1 = Un+1 T Un+1

=VUp+up

= $p.

Conclusion : pour tout n € N, s;4+1 = §,, donc
(Sn)nen €St constante. Et comme sop = vg +

up = 8+ 0 =8, (51) neny €St constante égale a
8:

Pourtout nelN, s, =8.

e PourtoutneN :

dpi1 = Vps1 — Uns1

(1 3 ) (3 L1 )
=(-up+-vy|—|-un+-v
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=—d,.
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Conclusion : pour tout n € N, dp41 = %dn
donc

(dn) nen est géométrique de raison g = %
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3. La suite (d;)nen est géométrique de raison g = | On ajoute membre a membre :
%, et dy = vo—up = 8—-0 = 8, donc pour tout
neN :
1\" 1\"
dnzdoxq”=8x(5) . 8+8x(5) =VUp+Us+Vp— Ui
On sait par ailleurs que s; = 8 pour tout n € N. 1\"
p que sn =P 8+8><(—) =2v,
Les relations 2
8+8x(1)"
Sn =Up+uy 2 =Un
dyn =vp—up

1 n
444 x (—) =vn
se réécrivent donc 2

8 =vp+ Uy
SX(%)H =Up—Up

Enfin, comme s, = v, + u; :

e oo e

Up=8,—V,=8-

Conclusion : pour tout n €N,

1\” 1\”
Vp=4+4x|= Up=4—-4x|-
mavax[g) =amax[g)
Exercice 2
La suite (1) nen est définie par 1y = 1 et la relation de récurrence
VneN, ups1 =2up+n-—1.
1.

Up =1
avecn=0 : u=2xuy+0-1=2x1-1=1
avecn=1: w=2xu1+1-1=2x1 =2
avecn=2: Uz=2xuUp+2-1=2x2+1=5

u=1,uy =1, up =2, uz =>5.

2. Pour tout n € N, on note &, la propriété
u,=2"-n.
e Initialisation. On prouve que &, est vraie.

Up =1

20_0 =1 }:Qoestvrale.

» Hérédité. Soit k € N tel que ;. soit vraie. On a donc

uk=2k—k.
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Prouver que %y est vraie, c’est-a-dire que

Upsr =28 = (k+1).

On partde
Uy = 2k k.

On utilise la formule de récurrence et on remplace :

Ups1 =2Up+k—1 (formule de récurrence pour la suite)
= 2(2k - k) +k-1 (hypothese de récurrence)
=2x2k _2k+k-1 (on développe)
=2kl _j—1 (calcul)
=21 _(k+1)

La propriété 27, est donc vraie.
* Conclusion. & est vraie et 2, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N.



