TeaNases Lycée Colbert - TSI1 Mathématiques

Corrigé du devoir maison n°13

Partie I

On définit f: [0, 40c0o[ — R, x — (1 —x)e* — x.

1. On utilise la formule pour la dérivée d'un produit, On calcule la limite en +oo :
avec : D’abord
ux)=1-x, v(x)=e", lim 1-x)= -oo
, , ot = lim (1-x)e* =-oo,
u(x)=-1, v'(x) =e”. lim e¥= +00 X—-+00
X—+00
On obtient, pour tout x € [0; +oo] : puis
fl=-1xe*+1-xe*—1=-xe*-1.
Clairement f’ est strictement négative sur [0, +oo[, lim (1-x)e*= -oo
) U . & [ [ X=+oo = lim f(x) = —oo.
d’ot1 le tableau : Iim —x= —00 X—+00
X—+00
X 0 a 1 +00 . . . .
2. La fonction f est continue et strictement décrois-
sante sur [0,+oo[, donc d’apres le théoreme de la
fx) - bijection, elle réalise une bijection de [0, +oo[ sur
]—00,1].
1 v Or0e]—oo,1], donc
\ O :
[ - )
~ oo I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans [0, +oo[.

De plus, f(0)=1>0et f(1)=(1-1e!-1=-1<0,

fO=1-0e"-0=1 donc

Partie 11
On définit g : [0, +oo[ —» R, x — ef—il
On définit une suite (u,) ,en par 0 < yy < 1 etlarelation de récurrence

VneN, upe1 =g (uy).
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1.
(a) On utilise la formule pour la dérivée d’'un quotient, Enfin f(a) =0, donc (1 — a)e® — a = 0. Il s’ensuit
avec:
ev= &
1-a’
u(x) =e", v(x)=e*+1, puis
u'(x) =e€”, v (x) =e”. . " L o
— 1-a (3
g(a)_ a = (la = a l—azT:a

e?+1 T-a +1 S + e T2

On obtient, pour tout x € [0, +oo[ :

X X X X 2X X 2x X
e*x(et+1)—et xe - al
( ) _e“ttet-e e (exeT)zpourtoutOstl.

5 = = 5. (b) On sait que g'(x) =
(e*+1) (e*+1) (e*+1)

g =

Or0sx<] = e’<e*<el = 1<e“<e carla

Clairement g’ est strictement positive sur [0, +oo], K .
fonction exp est croissante sur R.

d’ot11e tableau :

D’un autre coté, e* + 1 =2, donc (e* + 1) = 4 (deux

nombres positifs sont rangés dans le méme ordre
X 0 @ 1 too que leurs carrés), puis
) 1 - 1
8 () " e +1)% 4
v (deux nombres strictement positifs sont rangés en
; ~0.73 sens contraire de leurs inverses).
8(x) a Rassemblant ce qui précede, on obtient :
1
2 e’ <e e* e
1 1 == ==
(ex+1)2 =4 (e + ]_) 4
0 Autrement dit, g'(x) < §. Comme il est clair par
g(0) = e _1! ailleurs que g’(x) = 0, on obtient bien :
e+1 2
m=— - o7 P
g “e+] er1 ¥ VxE[O,l].Ig(x)ISZ.

2. Pour tout n € N, on note
P, 0<u,=<1.

0<uy<1— P, estvraie.

* Soit k € N tel que 2 soit vraie, on a donc
O<ur=<l.
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g est croissante sur [0,1], donc

g0 =glux)=g)

0<u < —
k+1 e+l

La propriété 2, est donc vraie, puisque ;37 < 1.

* 9P est vraie et &2, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N :

VneN,Osunsl.‘

3. Pour tout n € N, on note
e\n
P, Iun—als(z) .

e 0<up<let0<a<1,donclécartentre uyy et a est inférieura 1 :
lug —al <1.

Or (%)0 =1,donc |up—al < (%)0 et &, est vraie.

¢ Soit k € N tel que &2 soit vraie, on a donc
ek
lup —al < (Z) . )
Or0<sur<l,0<a<let|g’x)|< % pour tout x € [0,1]. Donc d’apres I'TAF appliquée a la fonction g de classe
€l .
e
|g(uk) —g(a)| < 1 lug —al.

On en déduit, d’apres (1) (hypothese de récurrence), et puisque g(a) =a :

k
g w0 - g@)] = 5 x (5]

| | eyk+1
U1 — Q| = (—) .

- 4

La propriété &2, est donc vraie.
* P est vraie et &, est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N :

VneN, lu,—al < (Z)n

4. D’apres la question précédente, pour tout ne N :

e n
Oslun—als(—) .
4

Or |§| <1, donc lim (%)n =0; et d’apres le théoréme des gendarmes :
lim|u, —al =0.

On en déduit :
limu, = a.



