Chapitre 17 : Probabilités

Dans toute la lecon, Q désigne un ensemble non vide fini, appelé univers.

|. Espace probabilisé fini

On commence par rappeler le vocabulaire des probabilités, qui a déja été présenté au lycée. On va
seulement un peu plus loin en termes de formalisme.

Un événement A est un sous-ensemble (= » @ est appelé événement impossible.

Lo
S une partie) de 'univers: A€ 2(Q). » Si A est un événement, l'événement
:g Un événement élémentaire est un événe- contraire est A.
N5 ment ayant un seul élément. » Deux événements A et B sont dits incom-
Q Lunivers Q est appelé événement certain. patibles (ou disjoints) si AN B = @.
Exemple 1

Remarques.

On lance un dé équilibré a 6 faces.

* Les événements peuvent s'écrire en
francais (en rouge ci-dessus) ou sous

Q=11;2;3:4;5;6}. forme ensembliste (en bleu).

* On associe a cette expérience l'univers

* Quand on écrit en francais, on écrit gé-
* Ons’intéresse aux événements particuliers : néralement A: --- aulieude A= ---

e ['événement B est la réunion des trois évé-
A="obtenir unn® pair" = {2;4;6} ; nements élémentaires {1}, {3} et {5}.

B = "obtenir un n® impair” = {1;3;5}. e Les événements A et B sont incompatibles.

Une probabilité sur Q est une application | Remarques.
P:2(Q) —10;1] vérifiant: * On peut donc parler de P(A) pour toute
o > P(Q)=1. partie A de Q.
_5 » Pour tous événements disjoints A, B : e Onalaréunion disjointe Q = QLI @, donc
&=
=
t‘g P(AUB) =P(A)+ P(B). 1=P(Q)=PQUY)=PQ)+P(p) =1+P(®).
Le couple (Q, P) est appelé espace proba- On en déduit P(@) = 0.
bilisé.




Proposition 1 (probabilité uniforme)

On définit une probabilité en posant

P(A) = Card(A)
~ Card(E)
pour toute partie A de E.

Cette probabilité s’appelle probabilité uni-
forme.

Exemple 2

Onreprend |’exemple 1. Lexpression « dé équi-
libré » sous-entend que Q doit étre muni de la
probabilité uniforme P. On a donc

B Card(A) B §
" Card(E)

P(A) 1
3"

De méme P(B) = % = %

Remarque.

La plupart du temps, les énoncés sous-
entendent que nous sommes dans une situa-
tion d’équiprobabilité, c’est-a-dire que tous
les événements élémentaires ont la méme pro-
babilité. C’est le cas par exemple lors des lan-
cers de dé, lors du choix d’'un élément au ha-
sard dans un ensemble, etc. On utilisera alors
toujours la probabilité uniforme.

On rappelle les formules du cours de lycée :

Soit (2, P) un espace probabilisé.

1. Pour tout événement A, P (Z) —1-P(A).

2. Pour tous événements A, B :
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB).
3. Pour tous événements A, B telsque Ac B :
P(A) = P(B).

4. Si Ay,..., A, sont des événements deux a
deux disjoints :

P(AiU---UA))=PA)+---+P(An).

On peut déja faire beaucoup de calculs intéres-

sants en combinant cette proposition avec les
méthodes de dénombrement du chapitre n°10.

Exemple 3

On lance deux dés équilibrés a 4 faces. On s’in-
téresse a I’événement

B = «la somme des n° vaut 4 ».

Lexpression « dés équilibrés » sous-entend
qu’il faut utiliser la probabilité uniforme. On
utilise un tableau :

1erdé

SOMME

2¢dé

Il'ya4 x4 =16 cas possibles et 3 cas favorables
a B donc P(B) = .

Exemple 4

Dans une classe de 30 éleves, quelle est la pro-
babilité que tous les éleves aient des dates
d’anniversaire différentes?

On note

e les cas possibles sont les 30-listes d'un en-
semble a 365 éléments (les dates de I'an-
née). Il y en a 365,

¢ les cas favorables a A sont les 30-listes sans
répétition d'un ensemble a 365 éléments. Il

365! _ 365!
Yeéna w5357 = 3351
On adonc
365!
35| 365!
P(A) = 35 0,27.

365 335! x 36530

a. On considérera que personne n’est né le 29 février
et que les listes de dates d’anniversaires sont équipro-

bables (probabilité uniforme).

A : «les dates d’anniversaires sont toutes différentes ».



Remarque.

. | .
Les calculatrices ne sont pas assez performantes pour calculer % —lesnombres en jeu sont
. p . 365! 365 364 . ... 336 .
trop grands. Pour obtenir la réponse, il faut remarquer que o35> = 522 x 52 x -+~ x 522 et faire

les multiplications étape par étape — on peut accélérer les calculs en faisant un programme en
Python ou en utilisant un tableur.

Proposition 3

On suppose que Q) contient n éléments, Q = {wy;---; wy}, et on se donne n réels positifs py, ..., pn
de somme 1:

n
Vie[l,n], p;=0 et Y pi=1
-1

Dans ce cas, il existe une unique probabilité P sur Q vérifiant

Vie[1,n], P({wi}) = pi.

Cette proposition permet d’aborder des exercices plus théoriques.

' g ' Exercices

| Exercices 1a 10

Il. Indépendance et conditionnement

On commence par un rappel sur les arbres et les probabilités conditionnelles, avec un exemple du
lycée. Dans toute la section, on travaille dans un espace probabilisé (Q, P).

Exemple 5

Une maladie est apparue dans le cheptel bovin d'un pays (vaches, boeufs, etc.). Elle touche 5 %
des 10 000 bétes.
Un test permet de détecter systématiquement la maladie lorsqu’elle est présente chez un animal;
en revanche le test indique la présence de la maladie chez 4 % des animaux sains (on parle de
« faux positifs »).

On choisit un animal au hasard. On considere les événements :
M : «I’animal est malade »,
T : «le test est positif ».

On peut représenter la situation par un tableau d’effectif ou par un arbre pondéré (U désigne
I'univers) :

M| M| U /T

T [500| 380 | 880 0,05 =M

T| 0 |9120| 9120 / $
U | 500 | 9500 | 10000

Détails des calculs : \ 0,04 T
o 10000x5 _ 50 0 —

100

M
e 10000 —500=9500. T

9500x4 _
004 = 380.

Nl

o
©
>
N




Exemple 5 — Suite

On étudie quatre problémes :
Probléme n°1. La probabilité qu'un animal ait un test positif est :

e En utilisant le tableau : P(T) = % =0,088.

e En utilisant 'arbre :

P(T)=PMnT)+P (H N T) (formule des probabilités totales)
=0,05x1+0,95x0,04=0,088.

Probléme n°2. Sachant qu'un animal est malade, la probabilité qu’il ait un test positif est Py (T) =
1.

Probléme n°3. Sachant qu'un animal a un test positif, la probabilité qu’il soit malade est :

¢ En utilisant le tableau : Py (M) = % =~ 0,57.

e En utilisant la formule vue au lycée et I'arbre : P (M) = £ &,T(”Tl)m = 06058"81 ~0,57.

Probléme n°4. P;-(M) # P(M), donc les événements M et T ne sont pas indépendants : le fait de
savoir qu'un animal a un test positif a une incidence sur la probabilité qu’il soit malade.

On formalise les notions de I'’exemple précédent :

Proposition 4 (formule des proba. totales)
Pour tous événements A, B :

p(B):P(AnB)+P(ZmB). o

P(ANB) = P4(B) x P(A),
P(AnB) = Pp(A) x P(B),

donc

P4(B) x P(A) = Pg(A) x P(B).

La propriété en découle immédiatement.

¥ Soit A un événement de probabilité non
= nulle. Pour tout événement B, on pose

;3 Exemple 6

£

= Py(B) = m On reprend I'exemple 5. Une fois calculé P(T),
o P(A) on peut calculer Pr(M) directement a partir

des données de 1’énoncé et de la formule de

Bayes:
Proposition 5 (formule de Bayes)
Soient A et B deux événements de probabilité _ Py(T)P(M) 1x0,05
non nulle. On a alors Pr(M) = P(T) ~ 0,088 0,57,
P4(B) = Pp(A)P (B). Le calcul est identique a celui que nous avons
P(A) mené a la fin de 'exemple 5 (probléme n°3).



Proposition 6 Exemple 8

Si A est un événement de probabilité non | On tire une carte dans un jeu de 32. On consi-
nulle, P4 est une probabilité sur Q. dere les événements :

A «la carte est un ceeur »;

B : «la carte est une dame »;

Exemple 7
P AN B :«la carte est la dame de coeur ».
On prend encore I'exemple 5. On sait que
Pr(M) =0,57,donc Ona
— 8 1 4 1 1
PrIM|=1-Pr(M)=1-0,57=0,43. P(A)=—=-, P(B)=—=-, P(ANnB)=—.
T() r W=5=p PB=5= PUNB=5

On remarque que P(A) x P(B) = ; x § = 35 =

P(AnN B). Les événements A et B sont donc

34| Deux événements A et B sont dits indé- | indépendants, conformément a l'intuition : la

G .

3 pendants si P(AN B) = P(A) x P(B). valeur de la carte est indépendante de sa cou-
leur.

Remarque.

Si P(A) # 0 et P(B) # 0, I'indépendance de A et B est équivalente a P4(B) = P(B) ou a Pg(A) =
P(A) (une égalité entrainant 'autre).

Un événement de probabilité nulle est indépendant de tout autre événement.

Exercices

| Exercices11a17

lll. Compléments

On généralise certaines des propositions de la section précédente a la situation de n événements.
On travaille a nouveau dans un espace probabilisé (2, P).

On dit que n événements Aj, ..., A, réa-
lisent une partition de l'univers, ou que
(Ay,-++, Ap) est un systéme complet d’événe-
ments (s.c.e.), s'ils sont deux a deux disjoints
et sileur réunion est égale a Q :

)

s
2
=

£
=
3T
o

n
Vi#j, AinAj=¢ Q= A.
i=1

Ci-contre un exemple avec n = 3.




Soit (Ay,--+, Ap) un s.c.e. Alors pour tout événe-
ment B :

n
P(B)=) P(BNnA)
i=1
(version générale de la formule des probabilités
totales).

Si tous les A; ont une probabilité non nulle,
cette formule se réécrit

n
P(B)=) P4, (B)P(A).
i=1
On généralise également la notion d'indépendance :

On dit que les événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants si pourtoutl1 < k< n
et pour toute suite d’'entiers 1 <ij <ip <---<ip<n,

Déf. 6

p(Ailm...ﬂAik):P(Ail)X-"Xp(Al‘k).

Exemple 9

Trois événements A;, A2, A3 sont mutuellement indépendants si, et seulement si les quatre
conditions ci-dessous sont remplies :

P(A1NnAz) =P (A1) x P(Az)
P (A1 N A3) = P(A1) x P(A3)
P(Az N Az) = P(Az) x P (A3)
P(A1n A2 N A3) = P (A1) x P(A2) x P(A3)

Attention

Si Ay,..., A, sont mutuellement indépendants, alors ils sont indépendants deux a deux; mais
la réciproque est fausse (voir exercices).

On termine la lecon avec la formule des probabilités composées.

Proposition 7 (formule des probabilités composées)

Soient Ay, ..., A, des événements tels que P (A; N---N A,—1) # 0. Alors

P(A1n---NAp) =P (A1) x Py, (A2) X Payna, (A3) X == X Payniena,_; (An).

Exemple 10

Une urne contient initialement 7 boules noires et 3 blanches. On tire successivement trois boules;
sion tire une noire, on I’enléve, si on tire une blanche, on la retire et on ajoute une noire ala place.
Quelle est la probabilité de tirer trois boules blanches?

6



Exemple 10 — Suite

On note A; I'événement «la i-eme boule est blanche ». La probabilité cherchée est
P(A1nAynA3) =P (A1) x Pa, (A2) X Pajna, (A3).

Or:
_ 3
L4 P(Al)—ﬁ

e Sil'événement A; est réalisé, avant le 2¢ tirage, I'urne contient 8 boules noires et 2 blanches,
donc Py, (A2) = .
e Sil'événement A; N A, est réalisé, avant le 3¢ tirage, 'urne contient 9 boules noires et 1
blanche, donc Py, 4, (A3) = 75
Conclusion :
3 2 1 6

P(AjNAyNAg) = — x —x—=—_
A0 A20A3) =702 76 10 = To0o

’ g ' Exercices
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IV. Exercices

Exercice 1 (I).

Lorsqu’on actionne la manette d'une machine a
sous, on fait apparaitre sur 'écran trois symboles
choisis au hasard parmi © (cceur), ¢ (carreau), ®
(pique) et & (trefle).

o Q ®

1. Calculer la probabilité des événements :
G : «Les trois symboles a I’écran sont dif-
férents. »
H : «Le symbole au centre est un coeur. »

2. Calculer P(GU H).

Exercice 2 (II).
On lance un dé a 6 faces quatre fois de suite. Calcu-
ler 1a probabilité des événements :

A «on obtient 4 fois le chiffre 6 » ;

B : «on obtient au moins un 6 » ;

C: «les quatre numéros sont différents » ;

D : «le produit des n° obtenus est pair » .

Exercice 3 ().

On demande aux 20 éleves d'une classe de choisir
un nombre au hasard entre 1 et 100. Quelle est la
probabilité qu'ils choisissent tous un nombre dif-
férent?

Exercice 4 ().
On tire simultanément trois cartes au hasard dans
un paquet de 32 cartes. Calculer la probabilité des
événements :

A:«onn'obtient que des as » ;

B : «on obtient au moins un coeur » ;

C: «on obtient deux as et un roi».

Exercice 5.
Soient A, B, C trois événements. Traduire en
termes ensemblistes (en utilisant uniquement les
symboles d’'union, d’intersection et de passage au
complémentaire, ainsi que A, B et C) les événe-
ments suivants :

I: «seul Aseréalise» ;

J:«Aet Bseréalisent» ;

K : «au moins I'un des événements se réalise » ;

L: «aucun événement ne se réalise » ;

M : «un seul événement se réalise » .



Exercice 6.
On lance un dé pipé a 6 faces. On note Q =
{1;2;3;4;5;6}. On suppose que

* P({1) =P ({2;3})) = P({4;5;6}),

e P({2H=P({3}),

s P(4)=P{5) =P({6}).

Déterminer P,

Exercice 7.

On suppose que Q ={1;---; n}.

Existe-t-il une probabilité P sur Q telle que P ({k})
soit proportionnelle a k pour tout k€ Q ?

On commencera par étudier le cas n = 4.

Exercice 8.

On suppose que Q contient trois éléments : Q =
{x;y;2}.

Déterminer toutes les probabilités P sur Q vérifiant

P({xy})=P({y;2}) =

ol w

Exercice 9 (I).
Soit (Q, P) un espace probabilisé.
Prouver que pour tous événements A, B :

1. P(AnB) =min(P(A), P(B)).
2. P(AnB)=P(A)+P(B)-1.

Exercice 10.

Dans I'état d’'Oklahoma, aux Etats-Unis, 60 % des
coyotes sont touchés par une maladie appelée ehr-
lichiose. 1l existe un test aidant a la détection de
cette maladie. On sait que :

¢ Sile coyote est malade, le test est positif dans
95 % des cas.

* Sile coyote n’est pas malade, le test est néga-
tif dans 90 % des cas.

On choisit un coyote au hasard. On considere les
événements :

M : «le coyote est malade »,

T : «le test est positif ».
On effectuera les calculs de deux facons diffé-
rentes :

¢ 3 l'aide d’'un tableau d’effectif, en partant
d’une population de 100 coyotes;

¢ al’aide d'un arbre pondéré.
Déterminer P(IM N T), P(T) et Pr(M).

Exercice 11 ().
Lorsque le basketteur Stephen Curry tire en match,
il y a 53 % de chances que ce soit un tir a 2 points
et 47 % de chances que ce soit un tir a 3 points. De
plus, quand il tire a 2 points, son pourcentage de
réussite est 52 % contre 44 % a 3 points.
On choisit un tir au hasard. On considére les évé-
nements :

D : «Stephen Curry tire a 2 points »,

M : «Stephen Curry marque ».

Stephen Curry vient de marquer. Quelle est la pro-
babilité qu'il ait tiré a deux points?

Exercice 12 ().

On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour
chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre
6 lors d'un lancer vaut 1/2. On tire un dé au hasard
parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?

Exercice 13 ().

Une urne contient quatre boules rouges numéro-
tées de 1 a 4 et six boules bleues numérotées de 1 a
6.

On tire simultanément deux boules de I'urne. Cal-
culer la probabilité qu’elles soient toutes les deux
rouges sachant qu’elles portent toutes les deux un
numéro pair.

Exercice 14 ().
Les joueurs de jeux de roles utilisent parfois des
dés a 100 faces, numérotées de 1 a 100. On suppose
qu’on dispose d'un tel dé, et qu’il est équilibré. On
le lance et on note le résultat obtenu.
On considere les événements :

A «le résultat obtenu est pair » ;

B : «le résultat obtenu est multiple de 5 ».
Les événements A et B sont-ils indépendants?

Exercice 15 (IX).

Un sac contient trois jetons rouges numérotés 1, 2
et 3, deux jetons jaunes numérotés 1 et 2 et un jeton
bleu numéroté 1. On tire au hasard un jeton du sac.
On désigne respectivement par R, U et D les évé-
nements «le jeton est rouge », «le numéro est 1 » et
«le numéro est 2 ».

Les événements R et U sont-ils indépendants? Et
les événements Ret D ?



Exercice 16.
Les questions sont indépendantes les unes des
autres.

1. Soient A, B deux événements tels que P(AN
B) #0. Combien vaut P(A|ANB) ?

2. Soient A et B deux événements tels que P(A) =
0,4; P(B)=0,6et P(AuB)=0,9.
Les événements A et B sont-ils indépendants?

3. On suppose a présent que P(A) = 0,4 ; P(AU
B) =0,7; et que les événements A et B sont in-
dépendants. Déterminer la valeur de P(B).

4. Quels sont les événements indépendants
d’eux-mémes?

5. Prouver que si A est indépendant de B, alors il
est indépendant de B.

Exercice 17 (I).
Dans une grande ville francaise, des trottinettes
électriques sont mises a disposition des usagers.
Une entreprise, chargée de 'entretien du parc de
trottinettes, controle leur état chaque lundi. On es-
time que :

e lorsqu’'une trottinette est en bon état un

lundi, la probabilité qu’elle soit encore en
bon état le lundi suivant est 0,9;

¢ lorsqu’une trottinette est en mauvais état un
lundi, la probabilité qu’elle soit en bon état
le lundi suivant est 0, 4.

On s’intéresse a 1'état d’'une trottinette lors des
phases de contrdle.

Pour tout entier naturel 7, on note B;, 'événement
«la trottinette est en bon état n semaines apres sa
mise en service » et p;, la probabilité de B;,.

Lors de sa mise en service, la trottinette est en bon
état. On adonc pg = 1.

ot

. Donner p; et montrer que p, =0, 85.

2. Prouver que, pour tout entier naturel n :
Pn+1=0,5p, +0,4.
3. Démontrer que pour tout entier naturel 7 :
0,8<pn+1 = pn-

4. En déduire que (p,), ., converge et calculer sa
limite.

Exercice 18 ().
Une urne contient 8 boules blanches et 2 boules
noires, indiscernables au toucher. On tire sans re-
mise et successivement 3 boules de cette urne.
On pourra utiliser les événements :

A; : «la i-éme boule tirée est blanche » (pour i =
1,2,3);

N : «la 1™ boule tirée est noire » ;

B : «on atiré au moins une boule noire ».

1. Quelle est la probabilité qu’au moins une boule
noire figure dans le tirage?

2. Sachant qu'au moins une boule noire figure
dans le tirage, quelle est la probabilité que la
premiere boule tirée soit noire?

Exercice 19 (IX).

1. Soient A, B, C trois événements. Compléter
I'égalité avec les nombres P(A), P(B), P(C),
P(AnB), P(AnC), P(BNC)et PLANBNCQ) :

P(AUBUC)=---

2. Ondispose de 3 composants électriques Cj, C,
et Cs, qui fonctionnent indépendamment les
uns des autres et dont la probabilité de fonc-
tionnement individuelle est p.

Calculer la probabilité de fonctionnement du
circuit :

¢ siles composants sont disposés en série;

* siles composants sont disposés en paral-
lele;

* si le circuit est mixte : C; est disposé en
série avec le sous-circuit constitué de C,
et C; en parallele.

Exercice 20.

On supposera que les enfants qui naissent ont une
chance sur deux d’étre des filles; et que les sexes
des enfants d'une fratrie sont indépendants les uns
des autres.

La famille Durand a deux enfants. On considere les
événements :
A «les deux enfants sont de sexes différents » ;
B : «I'ainé est une fille » ;
C: «le cadet est un garcon ».

Prouver que les événements A, B, C sont indépen-
dants deux a deux, mais ne sont pas mutuellement
indépendants.



Exercice 21 (Ii).

Lurne U; contient 2 boules rouges et 3 bleues;
l'urne U, contient 4 boules rouges et 5 bleues;
I'urne Us contient 3 boules bleues et 6 boules vertes.
On tire au hasard une boule de Uy, on la place dans
Uy, puis on tire au hasard une boule de U,, on la
place dans Ujs et enfin on tire une boule de Us que
I'on place dans U;. On appelle

* R; I'événement « obtenir une boule rouge au
i-eme tirage »;

Exercice 22.

Une compagnie d’assurance automobile a mis en
place le systeme de bonus-malus suivant.
1l existe trois niveaux de cotisation annuelle :

@®455€ ([®364€ (O273€

La premiere année, I'assuré paye le tarif B.

e S’il n'a pas été responsable d'un accident
pendant une année, il passe au tarif inférieur
I'année suivante, sauf s’il est déja au tarif le
plus bas; auquel cas il y reste.

e S’il a été responsable d'un accident au cours
d’'une année, il passe au tarif supérieur I'an-
née suivante, sauf s'il est déja au tarif le plus
haut; auquel cas il y reste.

La compagnie estime a 10 % la probabilité qu'un as-
suré pris au hasard soit responsable d'un accident
au cours d’'une année.

Par ailleurs, elle évalue en moyenne a 280 € par as-
suré ses dépenses de remboursement lors des acci-
dents.

On choisit un assuré au hasard dans la catégorie B.
Onnote A, (respectivement By, C,) les événements
«l'assuré paye le tarif A (respectivement B, C) » la n-
eme année et a, = P(A;), by, = P(By), ¢, = P(Cy)
Aan
leurs probabilités. On note également P, = | b,
Cn

[

2.

5.

10

¢ B; I'événement « obtenir une boule bleue au
i-eéme tirage »;

e V; I'événement « obtenir une boule verte au
i-eme tirage ».

Calculer la probabilité de I'événement R, N R3.

Quelle est la probabilité qu’'a la fin de I'expé-
rience, 'urne U, ait retrouvé sa composition ini-
tiale?

Déterminer Py et calculer P; et Ps.

Déterminer une matrice T telle que
VneN, Py =TP,.

En déduire une expression de P, en fonction de
T et Py pour tout entier naturel .

On estime que la valeur de P;po donne une
bonne indication de la répartition des assurés
dans les différentes catégories sur le long terme.
Compléter la fonction Python ci-dessous, dont
la valeur en sortie indique l'espérance de la
somme payée sur le long terme par un assuré
pris au hasard.

import numpy as np

def esperance_cotis():
P=...
T=np.array ([[0.1,0.1,0],
[0.9,0,0.1],
[0,0.9,0.9]11)
for k Sl
P=np.dot (T,P)
montant_cotis=P[0,0]*455 +
return montant_cotis

Editer le programme et en déduire si le baréme
mis en place par la compagnie d’assurance est
viable ou non.
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