Chapitre 15 : Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C. Les éléments de K sont appelés des scalaires.

|. Espaces vectoriels

Un K-espace vectoriel (en abrégé[l<-ev ) est un ensemble non vide E, dont les éléments sont
appelés des vecteurs et muni de deux opérations :

» Une opération «interne », notée +, qui permet d’ajouter deux vecteurs : si u et v sont deux
vecteurs, on peut calculer le vecteur u + v.

» Une opération « externe », notée -, qui permet de multiplier un vecteur par un scalaire : si
u est un vecteur et A un scalaire, on peut calculer le vecteur A - u.

Les lois + et - doivent de plus vérifier certaines conditions :

Laloi+ : Pour tous vecteurs u, v, pour tous scalaires A,
> est commutative : pour tous vecteurs u, v, | M :

u+uv=v+u. l-u=u

i

s
2
&=

£
=
N7
()]

> estassociative : pour tous vecteurs u, v, w,

>

> A-(u+v)=A-u+A-v.
(u+v)+w=u+w+w).
>

. . A+ -u=2A-u+p-u.
» admet un élément neutre, noté 0g (vec-

teur nul). Cela signifie que pour tout vec- | » A-(u-u) = (Ay) - u.
teur u,

u+0g=0+u=u. Remarque.

> est telle que tout vecteur u admet un op- . . ) o
Nous n’utiliserons jamais cette défini-

tion lorsqu’il s’agira d’établir qu'un
ensemble est un espace vectoriel.

posé, noté —u :

u+(—u)=0g.

Exemple 1

R3 est un R-ev lorsqu’on le munit des opérations :
e (,ya)+X,y,Z)=x+x,y+y,z+2).
e A-(x,52) =Ax, 1y, 12).

Son élément neutre est Ogs = (0,0,0).



Il y a bien siir un lien entre I’exemple précédent et les coordonnées des vecteurs de I'espace ! : si

X x'
Uulyletv]y'|,alors
z z
x+x Ax
U+T|y+y et  A-ul|Ay
z+2 Az
Exemple 2 Exemple 3

L'exemple précédent se généralise a R”, o | Lensemble des matrices a deux lignes et deux

n est un entier naturel supérieur ou égal a | colonnes a coefficients réels est un R-ev, noté
1 : les éléments de R” sont les n-uplets de | 4> (R).

réels (u1,us, -, uy). Lélément neutre de R" | ¢, _ (@ b N= a,’ b: et A€ R, alors
est Ogr = (0,0,---,0). c d ¢ d
N———
n termes a + a/ b + b/ /la A/b
M+N:(c+c’ d+d’) et A'M:(/lc )Ld)'

| Remarque.

On s’intéressera généralement a des R-ev, mais la plupart des exemples se généra-
lisenta C.

' g ' Exercices

| Exercice 1

Les espaces vectoriels de référence sont recensés dans le tableau ci-dessous :

Espaces vectoriels Description
K" n-uplets de scalaires
KN suites a valeurs dans K
K/ =7U,K) fonctions I — K
K [X] polyndmes a coefficients dans K
K, [X] polyndmes de degré au plus n
Mn,p (K) matrices a n lignes et p colonnes

Remarque.

Le cas de K" est un cas particulier de la situation générale suivante : si Ey, ..., E, sont des K-ev,
alors leur produit cartésien Ej x --- x E,, est un K-evlorsqu’on le munit de '’addition

(X1 X))+ (V1o Yn) = (X1 + Y100 X+ Vi)

et de la multiplication externe

A(x1,..0x0) = (Axy,...,Ax,).

1. On parle ici de vecteur au sens de la géométrie.



Il. Sous-espaces vectoriels

aj| Soit £ un K-ev. On dit que F est un sous-espace vectoriel (en abrégé [sev]) de Esi Fc E etsi
A F estun K-ev pour les mémes lois + et - que E.

Exemples 4 Exemple 6

1. Quel que soit le K-ev E, {0} et E sont des | Soient E = RN et

sevde E.

. F=1Ju= eE|li =0t.
2. Pour tout entier naturel n, K, [ X] est un sev {u = (Un)nen | limuy, = 0

de K [X].

Festunsevde E, car:

e Fc E par définition.

e 0r=1(0,0,---) (la suite nulle) appartient a F,

Soit E un K-ev. Alors F est un sev de E si, et car elle a une limite nulle.

seulementsi : * Si U= (Up)yen € V = (Vy) ey SONt dans F

e FcE. (donc limu, = limv, = 0) et si A, u sont
deux réels, alors

e Opg€eF

* Pour tous vecteurs u, v dans F, pour tous lim (Aun + ,uvn) =Ax0+ux0=0

scalaires A, y,onad-u+pu-veF
(par opération sur les limites de suites),

doncA-u+pu-vekF
Remarques.

* On peut remplacer la 3° condition de la
définition qui précede par les deux autres

conditions : Soient E=R[X]et F={Pe E| P(1) =0}.
FestunsevdeE, car:

Exemple 7

VYu,veF, u+veF et YueFEVAeK, Al uekF
e F cE par définition.

* Siu,...,u, sontdesvecteursd'unsev Fet |« P =0 (le polyndme nul) appartient a F, car
A1,..., A, des scalaires, alors il vérifie P(1) =

+ A, uy) €F * si P et Qsontdans F et si A, usont deux
n

(A’l . ul 4+ .. ’
réels, alors

(preuve par récurrence — cf exercices).
(A-P+p-Q)(1) =AP1)+pQ(1) = Ax0+ux0=0,

Exemple 5 doncA-P+u-QekF.

Soient E=R?et F={(x,y) € E| x+y=1}.
F n’est pas un sev de E, car 0g = (0,0) ¢ F - 'xl Exercices
puisque 0+ 0 # 1. Exerc1ces 2et3




Soient uy, uy, ..., u, des vecteurs d'un K-ev E. L'espace vectoriel engendré par u;, uy,..., uy,
noté Vect (11, Uy, ..., Uy), est'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs u; :

Déf. 3

Vect (uy, U, ..., uy) = Aur+Asup+ -+ Ayuy | A1,A2,..., 1, €K}

Exemple 8

Soient E = R3, u = (1,0,0) et v(0,1,0). Dans ce
cas z
Vect(u, v) = {Aju+Arv | A1, € R}

= {AI(I)O)O) +A‘2(0) 1)0) | AI)A‘Z € [R}

= (A1, 22,0) | A1, Az € R RN
Vect (u, v) s'identifie géométriquement au plan e Y
passant par 0(0,0,0) et dirigé par les vecteurs
1 (9
e |0]et f|1]-onparlede «plan vectoriel ». X /

0 0
Soit E un [K-ev et soient u, uy,..., U, des vecteurs de E.
1. SiveVect(uy,uy,...,uy,), alors Vect (11, Uy, ..., u,) = Vect(uy, U, ..., Uy, V).
2. Si F et Gsontdeuxsevde E, alors FN G estun sevde E.
3. Vect(uy, up,...,uy) estle plus petit sev de E contenant les vecteurs uy, Uy, ..., Up.

4. Si F estun sevde E, alors

Vect(uy, uy,...,u,) €F < VYie[l,n], u;€F.

Démonstration (du point 4)‘

Partie directe. On suppose Vect(uj,uy,...,u;) < FE Chacun des wu; est dans
Vect (uy, up, ..., u,), puisqu’il s’écrit 0-u; +---+1-u; +---+0- uy, donc il appartient a
F d’apres 'hypotheése.

Partie réciproque. On suppose que chacun des u; appartienta F.
Soit v € Vect (uy, Uy, ..., u,) . On peut I'écrire

v=A w1+ A2 up -+ Ay Uy
eF eF eF

Le vecteur v est une combinaison linéaire de vecteurs de F, et F estun sevde E, donc v € F.

Proposition 3

L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire homogene a p inconnues et a coefficients dans K
est un sev de KP.



Exemple 9 Remarque.

F s'identifie géométriquement a la droite du
Soit E=R*et F={(x,y) €E| x+y=0}. plan passant par O(0,0) et dirigée par le vec-
F est un sev de E comme ensemble des solu-
tions du systéeme de 1 équation a 2 inconnues
x+y=0.

—_— 1 . .
teur v (_1) —on parle de « droite vectorielle ».

Soit u = (x,y) € E. On a les équivalences : A

UEF <— x+y=0<<— y=—x

— u=(x—-x) < u=x(1,-1),

®

-
donc F = Vect((1,-1)}. C’est une autre facon /I | '\1 2 3
de prouver que F est un sev de E. v

Exemple 10

Soient E=R3[X] et E'={Pe E|P(1)=P(-1) =0}.
E’ est 'intersection des deux sev ¢

={PeE|P(1) =0} et G={PeE|P(-1) =0},

donc E’ est un sev de E.
On peut le prouver d'une autre manieére en écrivant

PeE <= P(1)=P(-1)=0 <= (X-D|Pet(X+1D|P) = (X-1D)(X+1)|P (X2—1)|P.

E' est donc I'ensemble des polynomes de la forme (X% — 1) Q(X), avec Q de degré au plus 1. On
vérifie sans peine qu’il s’agit bien d'un sev de E.

Une troisieme méthode consiste a poser P(X) = aX> + bX? + cX + d et a raisonner par équiva-
lence :

, P(1) =0 { a+b+c+d=0 I,
PeE — —
P(-1) =0 —a+b-c+d=0 L,

{a+ b+tc+ d=0 L;—I1,
—
+2d=0 Ly —1I1>+1,
a+b+c+d=0 L,—1I,
— 1
+d=0 L2<—§L2
{a +C =0 Li—Li—-Ly
—
b +d=0 L, —1L,

Conclusion:
PeE < (c=-aetd=-b) < P(X)=aX’+bX*-aX-b < P(X)=a(X’-X)+b(X*-1).

Onadonc E' = Vect (X® - X, X*-1).

a. Voir exemple 7 pour F - la preuve est identique pour G.



Remarque.
E' est le plan vectoriel engendré par les vecteurs X> — X et X2 —1.

'g ' Exercices

| Exercices 4 a 10

Soient F, G deux sev d’'un ev E. La somme de F et G, notée F + G, est définie par

Déf. 4

F+G={u+v|ueFveG}.

F + G est le plus petit sev de E contenant a la fois F et G.

Exemple 11

Soient E=R3, F={(x,y)€eE|ly=2z=0}etG={(x,y) € E| x=z=0}.

Soit u = (x,y,z) € E. On ales équivalences
ueF < y=2z=0 <<= u=(x,0,00 < u=x(1,0,0),

donc F =Vect((1,0,0)).
De méme,

UueG <= x=z=0<= u=1(0,y0) < u=y(0,1,0),

donc G = Vect((0,1,0)).
Donc
F+G={x(1,0,0)+y(0,1,0) | x,y € R} = Vect((1,0,0), (0,1,0))

- on retrouve le plan vectoriel de I'’exemple 8.

¥ Soient F, G deux sevd'un K-ev E. On dit que la somme F + G est directe si, pour tout vecteur
"8 w e F+G,il existe un unique couple de vecteurs (u, v) € F x G tel que w = u+ v. On note alors

\|

af F+G=FeQG.

Proposition 5

Deux sev F et G d'un K-ev E sont en somme directe si, et seulementsi FN G = {0g}.

Exemple 12

Dans 'exemple 11, la somme F + G est directe : si u(x,y,z2) € FNG,alors y=z=0etx =2z =0,
doncx=y=2z=0;etdonc u=0g.

Dans I'exemple 10, la somme F + G n’est pas directe, car (X?—1) € FnG.



Démonstration (de la proposition )

Par double implication.

Partie directe. On suppose que la somme F + G est directe.

Soit w € FNG. On peut écrire w = w + OG = (}D + W, donc par unicité de la décomposition d'un vecteur
€ € € €

de F+ G (en I'occurrence w) comme somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G, ona w = 0.
Conclusion : FN G < {0g}. Réciproquement, 0 € FN G (car F et G sont des sev de E, donc ils
contiennent tous deux le vecteur nul), donc F N G = {0g}.

Partie réciproque. On suppose que F NG = {0g}.
Soit w € F + G. Supposons qu’on puisse I'écrire de deux fagons comme somme d'un vecteur de F et
d’'un vecteur de G :

W=uU+vy=UuUy+ .
€F €G €F €G

On adonc
uy— ur = Uy — U1
N—— ~——
€F car Fsevde E €G, car G sevde E
Or FNG ={0g}, donc u; —ux = v, — v; =0; et ainsi u; = uy, v; = vy. La décomposition du vecteur w
comme somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G est donc unique.

]

o Soient F, G deux sevd'un K-ev E. On dit que F et G sont supplémentairessi E=F & G.

\|

Q

Méthode
D’apres ce qui précede, F et G sont supplémentaires si, et seulement si I'une des deux condi-
tions suivantes est remplie :

e Tout vecteur w € E s’écrit de maniere unique sous la forme w=u+v,avec ue F, v € G.
e E=F+GetFNnG={0g}.

'g ' Exercices

I Exercices 11a 13

lll. Familles de vecteurs, bases

Nous revenons vers les notions de familles génératrices et libres, que nous avons évoquées dans le
chapitre n°11. Nous écrirons indifféremment A - u ou Au.

Soit F = (uy, Uy, ..., up) une famille de p vecteurs d’'un K-ev E. On dit que la famille & est :

> liée s'il existe (A1,12,...,4,) €RP\{(0,0,...,0)} tel que

/11u1+)L2u2+---+)Lpup:OE;

N~

c
2
=

=
=
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» libre si elle n’est pas liée;

» génératrice de E si E = Vect (uy, U, ..., Up).




Exemple 13

On considere les vecteurs u; = (1,-2,1), us = (3,1,0), u3 = (1,—,1,2) de E = R3. La famille & =
(u1, Uz, us) est-elle génératrice de E ? Est-elle libre?

Soit u = (a, B,y) un vecteur de E. Existe-t-il un triplet (11, A5, 13) € R3 tel que
A+ A us +A3U3 =u?
Cette égalité se réécrit

A‘l(l) _2) 1) + A2(3) ]-)0) + A3(1) _]-)2) = (a()ﬁ)’)/)
(IAI +3A2 + 1/13, —2&1 + IAZ - 1/13, IAI + 0/12 +2/13) = (a,ﬁ,y),

ou encore
AM+3+ 3=«
=201+ A= A3=p0.
A1 +2A3=y
1 3 1
Ce systéme a une unique solution, car la matrice A=|-2 1 -1/ estderang3 (voir 'exemple
1 0 2

22 du chapitre n°11, ou '’exemple 22 plus loin dans ce cours) ; donc la famille & est génératrice.

Avec le méme argument (matrice A de rang 3), on voit que si u = Og, la seule solution du systeme
est (A1,A2,13) = (0,0,0). La famille & est donc libre.

Si & = (Py,...,Py) estune famille de polyndmes non nuls échelonnée en degrés (c-a-d que les P;
ont tous des degrés différents), alors & est libre.

Exemple 14

Dans R, [X], la famille (X? -1, X +3,-1) est libre.

Soient & = (uy,...,ur) et F' = (uy,..., Ug, Ugs1,-.., Uy) deux familles de vecteurs d’'un K-ev E.

1. Si &' estlibre, alors & est libre.

. Si & est génératrice, alors &' est génératrice.

2
3. Siv¢ Vect(&F) etsi & estlibre, alors (uy,..., U, v) estlibre.
4

. Si &’ estlibre, alors Vect (u1,..., ug) et Vect (Ug41,..., Uy,) sont en somme directe.

'g ' Exercices

| Exercices 14 et 15

2]
2 Soit E un K-ev. On appelle base de E toute famille libre et génératrice de E.

\|

Déf



Exemple 15

Onreprend 'exemple 10: E=R3[X] et E' ={P€ E| P(1) = P(-1) = 0}.

On avu que E' = Vect (%), avec B = (X3 -X,X?- 1) . La famille & est libre, puisqu’elle est éche-
lonnée en degrés, donc c’est une base de E'.

Certains espaces vectoriels usuels admettent une base simple, que I’on appelle la base canonique :

Proposition 8 (bases canoniques)‘

1. Lafamille 2 = ((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)) est une base de K".
2. Lafamille 8 = (1, X, X?,..., X") est une base de I, [X].
3. La famille 48 = (Ei j)ls,-sn est une base de ./, , (K), ou E;; est la matrice dont le coefficient

1=j=p
d’indice (i, j) vaut 1 et tous les autres 0.

Exemples 16

1. %=1((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est la base canonique de 3.
2. B=(1,X,X? X3) estlabase canonique de K3 [X].

10 01 00 0 0 .
3. B= (EH = (0 0),]512 = (0 0),E21 = (1 0),522 = (0 1)) est la base canonique de .4 (K).

'g ' Exercices

| Exercices 16 a 19

Proposition 9

Soit & = (ej,ey,...,e,) une base d'un K-ev E. Dans ce cas, tout vecteur x € E s’écrit de maniére
unique comme une combinaison linéaire des e; :

X=x1€e1+Xxpe2+:--+Xxp€p.

Démonstration

Existence. Comme 28 est une base de E, elle est génératrice et x peut s'écrire comme une
combinaison linéaire des e;.

Unicité. Supposons que I'on ait les deux décompositions
X=X1e1+Xper+ -+ Xpep = X€1 +Xper+ -+ X, e,

et donc
/

/ /
(x1—x1) €1+ (x2—x3) e2+ -+ + (x, — X),) €, = Op.
Comme 2 est une base de E, elle est libre et]’on a
I _ !/ _ _ ! _
X1—=X]=Xp—Xp=-=Xp—X,=0.

On en déduit x; = x; pour tout i € [1, n], et donc I'unicité de la décomposition de x.

9



Dans la proposition qui précede, on dit que :

8 > (x1,Xo,...,Xx,) sontles coordonnées de x dans la base 2,

c
2 X1
&=
i > | : | est la matrice des coordonnées de x dans la base 98. Cette matrice est notée
N
(@) Xn
Matg(x).
Exemple 17

On considere dans E = R? le vecteur x = (2, —3). On peut écrire

x=2(1,0)-3(0,1) = 2e; — 3ey,

2
ol B =(e;=(1,0),e2 =(0,1)) estla base canonique de R2. On a donc Matg(x) = (_3) .

' $ ' Exercices

I Exercices 20 et 21

IV. Dimension d’un espace vectoriel

Un K-ev E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Déf.10

Exemples 18

1. R? est de dimension finie, car la base canonique 2 = (e = (1,0), e, = (0, 1)) est génératrice.

2. R[X] (ensemble des polyndmes a coefficients réels) n’est pas de dimension finie (preuve en
exercices).

Théoreme 1 (de la base extraite)

Soit E un K-ev de dimension finie. De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire
une base de E. En particulier, un espace de dimension finie admet une base.

Exemple 19

La famille # = (1, X + 1, X — 1, X?) est une famille génératrice de R, [X], puisqu’elle engendre la
base canonique (1, X, Xz) (pour X, il suffit d’écrire X = (X + 1) — 1). On peut donc en extraire une
base.

La famille 2 = (1, X + 1, X?) (par exemple) convient :

» elle estlibre, car échelonnée en degrés.

* elle est génératrice, puisqu’elle engendre la base canonique.

10



Remarque.

En général, pour passer d'une famille génératrice a une base, on enleve un vecteur de la famille
génératrice qui est une combinaison linéaire des autres, puis un deuxiéme, ..., jusqu’a avoir une
famille libre.

C’est ce que nous avons fait dans l'exemple précédent : partant de la famille & =
(1, X+1,X-1,X?), onaenlevé le vecteur X — 1, qui peut s’écrire (X +1) -2 x 1.

On a obtenu la famille 2 = (1, X + 1, X?), qui est libre. Etant également génératrice, c’est une
base de E.

Théoréme 2 (de la base incompléte)‘

Soit E un K-ev de dimension finie et & = Toutes les bases d'un K-ev de dimension
(e1,...,ep) une famille libre de E. Alors il finie E ont le méme cardinal, que 'on ap-
existe des vecteurs ey1,..., e, telsque & = pelle dimension de E. On note ce nombre
(e1,...,ep,€p+1,...,ep) soit une base de E. dim(E).

Par convention, dim ({0g}) = 0.

Exemples 20 (a connaitre par coeur)

1. dim(K"™) =n.

Remarque. )

Si& = (ey,...,ep) est génératrice, il n'y arien a 2. dim(K,[X])=n+1.

y ajouter pour obtenir une base. 3. dim (M, (K)) =nx p.
Exemple 21

Soient e; = (1,0,2), e2 = (1,—-1,3), e3 = (0,1,1), es = (2,4,—1) des vecteurs de E = R3. La famille
F = (e1, ez, e3,e4) N'est pas une base, car elle est de cardinal 4 et E est de dimension 3.

Si on voulait le prouver sans utiliser le théoreme qui précede, il faudrait prouver que I’équation
/1161 + Ageg + /1363 + A4€4 =0g

a une solution (11, 12, 13, 14) # (0,0,0,0).
Il revient au méme de prouver que le systeme
/11 + /12 + 2/14 =0
- /12+A3+4/14:0 (D)
2/11+3A2+A3— Ay =0
a une solution non nulle.

C’est une conséquence des résultats du chapitre n°11, puisque le systeme est compatible et que
son rang (r < 3) est strictement inférieur au nombre de colonnes (p = 4).

Remarque.
D’une maniere générale, une famille de n + 1 vecteur d'un espace vectoriel de dimension 7 sera
toujours liée.

11



Soit E un K-ev et & = (xi,..., Xp) une famille de vecteurs de E.

» On appelle rang de % la dimension de Vect ().

» Si E est de dimension n et si 98 est une base de E, ce rang est aussi celui de la matrice
Matg (&), c'est-a-dire la matrice de taille n x p dont la colonne j est Matg (x j) .

—
—

=
§=
=

c
=
‘O
(@]

Exemple 22

On cherche le rang de la famille # = | X° + X - 1, X° —3X* - X + 1,3X* +2X —2 | de R [X].

v v
X1 X2 X3

X1 X2 X
On note % = [ 1,X,X?,X3| la base canonique LR
ey e es (2} l l l
de R3 [X].On a par exemple : 21 11 -2 < ¢
X =1-X-3X2+X3=1l-e1—1-e,-3-e3+1-e, Matg(F)=| - L 2| @
0O -3 3 — e3
1 1 0 — ey

(cf colonne rose ci-contre).

On opere sur les lignes :

-1 1 =211 1 -1 2\ Li—1L
1 -1 2 |L 0 1 -1(Ly—3L
0 -3 3|Ls 0 -1 1 |Ly—3l3
I 1 0L 0 0 0] Ly—1I,4

-1 1 =2\ L1—1

0 0 0 |L—Loy+L 1L 0 1 \Li—Li+L

0 -3 3 Ly —1L3 01 1| Lo<1L

0 2 =2|Ly—Lsy+1L, 00 0|Lg—Ls+Lp

00 O Ly— 1Ly
1 -1 2\L;—-1,
0 2 =2|Ly—1L4 La matrice est réduite échelonnée en lignes et
0 -3 3| L3—1L3 elle a deux pivots, donc le rang de la famille &
0 0 0] Ly<—1Ly est égal a 2.
Exercices

I Exercice 22

Proposition 10

Soit E un K-ev de dimension finie n et & = (x1,..., X;;) une famille de vecteurs de E. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Lafamille & est libre.
2. Lafamille & est génératrice.
3. Lafamille & est une base de E.

12



Remarque.
Dans un espace de dimension 7, une famille libre a toujours au plus n éléments, et une famille
génératrice a toujours au moins n éléments.

Exemple 23

La famille & = (1, X — 2, X? —3X + 4) est une famille libre (puisque échelonnée en degrés) de car-
dinal 3 de R, [X].
Or dim (R, [X]) = 3, donc &% est une base de R, [X].

' g ' Exercices

I Exercices 23 a 25

V. Dimension des sous-espaces vectoriels

Proposition 11

Si E est un K-ev de dimension finie et si F est un sev de E, alors F est de dimension finie et
dim(F) < dim(E). De plus, on aI’équivalence :

dim(F) =dim(E) < F=E.

Proposition 12 (formule de Grassmann)

Soit E un K-ev de dimension finie et soient F, G deux sev de E. Alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

En particulier, F et G sont en somme directe si, et seulement si dim(F + G) = dim(F) + dim(G).

Démonstration (idée seulement)

On donne l'idée de la démonstration seulement : soit (ey, ..., ;) une base de FN G, que 'on
complete via le théoreme de la base incomplete en :

* unebase (ey,...,epn fi,..., fy) de F;
* unebase (ey,...,e,,81,...,8) de G.

Pour prouver la proposition, il suffit de prouver que & = [el, veolmfie [ 815y gr) est
une base de F + G. En effet, on aura alors

dim(F+G)=n+q+r=n+q)+(n+r)—n=dim(F)+dim(G) —dim(F n G).

Resterait donc a prouver que & est une base de F + G, ce que I'on fait en prouvant qu’elle
est génératrice (facile) et libre (plus difficile).

13



Exemple 24

Soient E=R3[X] et E'={P € E| P(1) = P(—1) = 0} (cf exemple 10).
E’ est I'intersection des deux sev

F={PeE|P()=0} et G={PeE|P(-1)=0}.
Soit P = ag + a; X + a» X? + a3 X° un élément de E. On a les équivalences
PeF <= Pl)=1== ay+a1+ar+a3=0 < aqp=—a;—ax—as
= PX)=-a,—-ay—az+a X+ a X* + as X>

= PX)=ai(X-D+ap(X*-1)+a3(X>-1)
< PeVect(X-1,X*-1,X>-1).

Conclusion : F = Vect(X—1,X?-1,X3~1) ; et comme la famille (X -1, X> -1, X3 — 1) est libre
(car échelonnée en degrés), F est de dimension 3. On prouve de méme que G est de dimension 3.

Par ailleurs, F c F + G, et cette inclusion est stricte, puisque le polynéme X + 1 par exemple est
dans G (et donc dans F + G), mais pas dans F. On a donc

3 =dim(F) < dim(F + G) <dim(E) =4,

et ainsi dim(F + G) =4. Onen déduit F+ G=E.

Finalement, d’apres la formule de Grassmann :

dim (E') = dim(F N G) = dim(F) + dim(G) —dim(F + G) =3+3 -4 =2.

Remarque.
On pouvait aussi bien siir reprendre le raisonnement de I'exemple 10 : on a vu que E' =
Vect (X* - X, X*-1), donc dim (E’) = 2.

La proposition 13 ci-dessous est une consé-
quence du théoréeme de la base incomplete :

Proposition 13 Proposition 14

Soit E un K-ev de dimension finie. Soient F et
G deux sev de E, soit (f,..., fp) une base de
F et (g1,...,84) une base de G. Alors F et G
sont supplémentaires dans E si et seulement si
(fi,---» fp»81,---,qq) est une base de E.

{ ! 5 Attention Sous ces conditions, la base

I ny a pas unicit¢é du supplémen- (fl"--:fp\’gl’--/-’qq) d.e' E s'appelle base
adaptée a la décomposition E=F & G.

Tout sev F d'un K-ev E de dimension finie ad-
met un supplémentaire : il existe un sev G de E
telque E=Fa&G.

taire. Par exemple, dans E = R?, le sev
F = Vect((1,0)) admet pour supplé-

mentaire G; = Vect((0,1)), mais aussi 'X'Exercices

G, =Vect((1,1)) : on a bien I Exercices 26 & 32

E=FeG =Fa&Gy ..

... et pourtant G; N G2 = {0g}.

14



VI. Exercices

Exercice 1.
Les ensembles suivants sont-ils des R-ev? Le cas
échéant, préciser I'élément neutre.

1. L'ensemble E des polynémes de degré exacte-
ment égal a 2.

2. Lensemble des polynémes de degré inférieur
ou égal a 2.

F={(x,y) eR?*| xx y=0}.
G={(x,y) eR*||x|<|yl}.

L'ensemble des suites a coefficients réels.

S g o »

€ (1,R), I étant un intervalle réel.

Exercice 2 (I).
Dans chaque cas, dire si F est un sev de E ou non.
Justifier.

1. E=R*, F={(x,y) e E|2x=3y}.

2. E=Rs[X], F={PeE|P'(0)=0}.

3. E=R F={(x,y,29)€E|x+y+z=1}.

4. E=R", F={u= (un) en € E | u converge}.

5. E:MZ(R),Fz{Mz(? Z)€E|a+d:0}.

6. a et b sont deux réels. £ = F(R,R), F =
{f€E]| festsol.de'EDL y' = ay + b}.

7. E=FRR), F={f€E| f croissante}.

8. E=R} F={(x,y,2€E|x=yet3y—2z=0}.

9. E=R,[X](n=0), F={PeE|P(2)=P(-2)}.

10. E=ZR,R), F={f€E| f bornée}.

Exercice 3 (I).
Soient E un K-ev et F, G deux sev de E. Prouver que
FnGestunsevdeE.

Exercice 4 (I).
On reprend la question 5 de I'exercice 2 : prou-

ver que F = {M: (i Z) | a+d:O} est un sev de
E = > (R) enl'écrivant F = Vect(---).

Exercice 5 (1I).
On reprend la question 8 de 'exercice 2 : prouver
par une méthode rapide que

F={(x,y,2) | x=yet3y—2z=0}

est un sev de E = R3.
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Exercice 6 (I).

1. Dans R3, v = (5,5,1) est-il une combinaison li-
néaire de u; = (2,3,0) et up, =(3,2,0) ?

2. DansR[X], v=16X3-7X%+21X —4 est-il une
combinaison linéaire de u; = 8X° -5X?+1 et
U= X?+7X-22

3. Dans % (R,R), v = x — sin(2x) est-elle une com-
binaison linéaire de u; : x — cosx et us : x —
sinx ?

Exercice 7 (IX).

Emile acheéte pour sa maman une bague contenant
2g d’or, 5g de cuivre et 4g d’argent. 1l 1a paie 6200
euros. Paulin achéte pour sa maman une bague
contenant 3g d’or, 5g de cuivre et 1g d’argent. 1l la
paie 5300 euros. Frédéric acheéte pour sa chérie une
bague contenant 5g d’or, 12g de cuivre et 9g d’ar-
gent. Combien va-t-il la payer?

Exercice 8.

1. On considere le sous-ensemble F de R3 défini
par F={(x,y,2) | x+2y—2z=0}.
Prouver que F est un sev de R® en I'écrivant
F =Vect(---).

2. Expliquer pourquoi les solutions du systéme

x+2y— z=0
forment un sev de R3.
3x— y+5z=0

Exercice 9.

Le produit scalaire est défini dans E = R? de la fa-
con suivante : si u = (x,y,2) et v = (x,y,2), leur
produit scalaire est le nombre

u-v=xx'+yy +zz.

On dit que u et v sont orthogonauxsi - v =0. On
note u L v.

Soienta=(1,-2,3)et F={u=(x,y,2)€E|alu}.
Prouver que F est un sev de E et en donner une fa-
mille génératrice.

Exercice 10.

Soient E un K-evet Funsevde E.

Démontrer par récurrence que si uy,..., U, sont des
vecteursde F et A1,..., 1, des scalaires, alors

A ug+--+A,-uy)€F



Exercice 11 (I).
Soient E = Ry [X], F = {P€E|P22)=0} et G =
Vect (X, X?).

1. Prouver que E=F +G.

Indication : prendre P = aX? + bX + c et écrire
c c
P=aX’+ (b+ —)X+ (=X +2).
2 2

2. Lasomme est-elle directe?

Exercice 12 (I).
Les suites de I'exercice sont a valeurs réelles. On
considere :

o E={u=(un)pen | u converge},
o F={u= (Un)pen | limu, =0},
* G={u=(up)pen | u constante}.
1. Prouver que F et G sont deux sev de E.
2. Prouver que E = F & G de deux fagons diffé-
rentes :
a. En prouvantque E=F+Getque FNG =
{0g}.
b. En prouvant a I'aide d'un raisonnement par
analyse-synthese que tout vecteur w € E

s’écrit de facon unique sous la forme w =
u+v,avecu€e F,veQG.

Exercice 13 (©).

Soient E = Z(R,R), F = {f€E| f paire} et G =

{f € E| f impaire}.

1. En raisonnant par analyse-synthése, prouver
que E=FeG.

2. Décomposer la fonction exp dans la somme
FeG.

Exercice 14 (I).
Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres ?

1. Dans E=R? : & = ((1,2),(2,1)).
2. Dans E=R3 :

F=((1,2,-1),(1,0,1),(~1,2,-3)).
3. Dans E=R3[X] :

F=(X+D*X+D% (X +1),1).
4, Dans E=R[X] :

F=(X*-X+12X*+X,3X-2).

Exercice 15 ().
Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres?

1. DansE=FRR) : F = (fi, />, f3), ot
fr:x—sin(x+k).

2. DansE=FR,R) : F =(f1, >, f3), ot

fie: x— ek*,

Exercice 16 (IX).
Déterminer une base de

F={(x,y,2 €R®| x+2y+2z=0}.

Exercice 17 ().
3

Soit A= (7

-1
1 ) . Déterminer une base de

F={Mecd>rR)| AM=MA}.

Exercice 18 (IX).
Déterminer une base de

F={PeRs[X] | P(0)=P'(0) =0}.

Exercice 19 (IX).
Prouver que R [X] n’admet pas de base finie.

Exercice 20 (IX).

Montrer que les vecteurs u; = (0,1,1), uz = (1,0,1),
us = (1,1,0) forment une base de R3, puis déter-
miner les coordonnées de v = (1,1,1) dans la base
B = (ey,e,€3).

Exercice 21 (IX).

Montrer que 8 = (1, X-1,(X-1)?,(X-1)3) est
une base de R3 [X], puis déterminer les coordon-
nées du polynome P = X3 —2X? +4X -5 dans la
base %.

Exercice 22 ().
Déterminer le rang de la famille & de vecteurs de
R3 :

9 = ((1) _2v 1)v (3v 1) 0)) (5) _3v2)v (1) 5v _2)) .

Exercice 23 ().
Montrer que P = (X — D2, P, = X2, P;=(X+ 1)2
forment une base de R, [X].
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Exercice 24 (1i).

10 0 0
Montrer que M; = (0 0), M, = (0 2), M3 =

0 1 0 O
(3 0) , My = (_1 0) , forment une base de ./, (R).

Exercice 25 (1i).
Prouver que

% = ((1v0)0v0)v (2v 1)0v0)v (_1v0)3v0))(3) 1)_2v2))

est une base de R*.

Exercice 26 (I).
Soit E = R>.

1. Prouver que F = {(x,y,2) € E|x+2y—-3z=0}
estun sevde E et en donner une famille de deux
vecteurs générateurs.

2. On pose G = Vect((1,2,-3)). Déterminer FNG.

3. En utilisant la formule de Grassmann, prouver
que E=FeG.

Exercice 27 (Ii).
Soient F, G deux sev d'un K-ev E de dimension fi-
nie tels que

dim(F) + dim(G) > dim(E).

Prouver que F et G ont au moins un vecteur non
nul en commun.

Exercice 28 (Ii).
Soient F, G les sev de R® définis par :

U F:{(x,y,z)€R3|x—2y+z:0} ;
e G={(x,y,2) eR®|2x— y+2z=0}.

Déterminer les dimensions de F et G. Sont-ils sup-
plémentaires?
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Exercice 29 ().
Les sev de R® définis par
* F={(a,a,a)| acR};
e G={b+c,bc)| bceR}.

sont-ils supplémentaires?

Exercice 30 (IX).
Déterminer un supplémentaire de I'espace F défini
dans I'exercice 18.

Exercice 31 ().

Soient E un K-ev de dimension finie n, H un sev de
E dedimensionn—1letve E\ H.

Prouver que E = H & Vect(v).

Exercice 32 (©).
La transposée d'une matrice M € ./, (K) est la ma-
trice 'M de .4, (K) définie par ‘M; ; = M ;.

1 2 4
1. Ecrirelatransposéede A=| 1 -3 5].
-2 0 1

2. Onnote:

¢ Slensemble des matrices symétriques de
A3(K), C’est-a-dire qu’elles vérifient tM =
M;

e A l'ensemble des matrices antisymé-
triques de .43 (K), c’est-a-dire qu’elles vé-
rifient'M = - M.

a. Prouver que S et A sont des sev de #3(K) et
déterminer leurs dimensions respectives.

b. Prouver que .43(K) =S@ A.
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