Chapitre 12 : Suites numériques

. Partiesde R

B Une partie non vide I de R est dite convexe
"8 si pour tous (a,b) € I?, avec a < b, le seg-
@ ment [a, b] estinclus dans I.

Exemples 1

1. Lintervalle I = [1;5[ est convexe:sil < a<
b <5, le segment [a, b] est inclus dans .

a b

2. La réunion d’intervalles E = [1;3[ U [4;6]
n’est pas convexe, puisque (par exemple) le
segment [2;5] n'est pas inclus dans E.

Soit E une partie non vide de R.
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Les sous-ensembles non vides convexes de R
sont les intervalles.

Remarque.
Etant donnés a < b, le segment [a, b] est I'en-
semble des points qui peuvent s’exprimer sous
la forme

(1-ta+th,

avec0<t<1.

C’estdonc aussil’ensemble des barycentres de
la forme
baryA;_;By,

avec0<t<1.

» Ondit que E est majorée s’il existe un réel M supérieur a tous les éléments de E :
dMeR, VxeE, x<M.

Dans ce cas, on dit que M est un majorantde E.

» Ondit que E est minorée s'il existe un réel m inférieur a tous les éléments de E :
dmeR, VxeE, m=<x.

Dans ce cas, on dit que m est un minorant de E.

» Ondit que E est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.



Exemples 2

1. Soit E = [0;2].
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e m =0 estun minorant de E
(mais aussi m = -2, m = -6, etc.). * m =0 estun minorantde E.
e M =2 estun majorant de E

(mais aussi M =3, M =5, etc.).
2. Soit E=N=1{0;1;2;3;---}.

* M =1 estun majorantde E.

e m =0estun minorantde E.

e En’est pas majorée.

» Soit E une partie majorée de R. On appelle borne supérieure de E le plus petit des majo-
rants de E. On note sup(E) cette borne supérieure.

» Soit E une partie minorée de R. On appelle borne inférieure de E le plus grand des mino-
rants de E. On note inf(E) cette borne inférieure.
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Les résultats des exemples ci-dessous, donnés sans justification, doivent permettre de consolider
I'intuition. Certaines preuves seront données en exercices.

Exemples 3

1. Soit E = [0;2[. 3. Soit E={; | neN"}={};55 5}
* sup(E) =2. e sup(E) =1.
e inf(E) =0. e inf(E) =0.

2. Soit E=N=1{0;1;2;3;---}.

e En’apasdeborne supérieure.
* inf(E) =0.

Théoreme 1

— Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

— Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

' g ' Exercices
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Il. Généralités sur les suites

Une suite est une fonction u:N+— R.

Au lieu de u(n), I'image d'un entier n est
souvent notée u,. Le nombre u, s'appelle
terme de rang n, ou terme d’indice n.

La suite u est notée (uy) ,eN -

On parle de «suite de terme général u, ».

Définition 4

On rappelle quelques cas particuliers :

» Suite arithmétique:

tique de rayon r si
VneN, upg =u,+r.

Dans ce cas

VneN, u,=up+nxr.

» Suite géométrique:

Définition b

trique de rayon q si
VneN, v =v,xg.
Dans ce cas

VneN, v,=vyxq".

'E ' Exercices

I Exercices5a 8

On dit qu’'une suite (1) ,ep €5t :

» majorée par le réel M si tous ses termes
sont inférieursa M :

VneN, u,<M,;

» minorée par le réel m si tous ses termes
sont supérieursa m :
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VneN, u,=zm;

» bornée si elle est a la fois minorée et
majorée.

Soit r € R. On dit que (uy) ey €St arithmé-

Soit g € R. On dit que (v,) ;en €St géomé-

Remarque.

Il arrive fréquemment que I'on considere des
suites définies a partir d'un certain entier na-
turel np = 0, on note alors (i) ;> ,, - Ce qui suit
est présenté dans le cadre des suites définies a
partir du rang 0 mais peut aisément se prolon-
ger aux suites définies a partir d'un rang ny.

» Suite arithmético-géométrique:
On dit que (up)yen est arithmético-
géométrique si

J(a,b) R, VneN, uy., = au, + b.

» Suite constante :

Soit ¢ € R. On dit que (up)pen €St
constante égale a c si

VneN, u,=c.

» Suite stationnaire :
On dit que (1) ,en €St stationnaire si

dceR, dngeN, Yn = ngy, u, =c.

On dit qu’une suite (i) ,ep €St :

> croissante si

VneN, u,.1 = uy

(oude facon équivalente v, —u, =0);

» décroissante si

VneN, Uz < uy
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(ou de facon équivalente 1,1 —u, <0).

Lorsqu'une suite est croissante ou lors-
qu’elle est décroissante, on dit qu’elle est
monotone.



P ., .

) ) Une suite (1) ,eny €St bornée si, et seulement
1. Si (uy),en €st croissante, alors si, (|tin]) yeny €St majorée.

VneN, u,= uyg.
Remarque.
Avec des définitions analogues, on parle éga-

lement de suite croissante (ou décroissante) a
VneN, u, < up. partir d’'un certain rang.

2. Si (up),en st décroissante, alors

Exemple 4

On pose u, =e~" pour tout n € N.

* (up),en €st minorée par 0, car une exponentielle est positive.
o VneN, up—up=e "D e =gl _e =g xel-exl=e"(e!-1).
Ore">0ete ! —1<0,donc u,s; — u, <0.Par conséquent (u,) ,en €st décroissante.

(1n) neny €tant décroissante, elle est majorée par 1y = e = 1. On a vu qu’elle était minorée,

donc elle est bornée.

' g ' Exercices

| Exercices 9 et 10

lll. Suites convergentes

Q0S
{ﬁ Soit (uy) ,en une suite et £ € R. On dit que (1) ey @ pour limite £ si tout intervalle de la
forme [¢ —€; ¢ + €], avec € > 0, contient tous les termes de la suite a partir d'un certain

rang N. Plus formellement :

Ve>0,INeN, VreN, (n=N —= ¢ —-ec<u,<¥¢+e).

Ou encore :
0 Ve>0,ANeN, VneN, (n=N = |u,—¥|<e€).
c
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on rentre dans la bande




» On dit que la suite (1) ,cn converge si
elle a une limite finie ¢, qu’elle diverge
sinon.

» Onnote au choixlimu, =fouu, — ¢.

Exemple 5

La suite (i) ,en+ €st définie par

On prouve que u;, — 0.

Soite > 0. On a les implications :

1
€

Cela prouve que u, — 0.

Remarque.

On peut prendre I'entier naturel N = [1] +1
dans la définition 8, puisque

1 1
n=z|-1+1 —= n=-.
€ €

{IE Attention

Attention a I'ordre des quantificateurs dans
la définition 8, il n'est pas arbitraire! Si 'on
demandait que

ANeN,Ve>0,VrneN, n=N = |u,—-¥¢|<¢),

on voudrait qu’a partir d'un certain rang N,
tous les termes de la suite soient arbitraire-
ment proches de ¢. Ce ne serait possible que
pour une suite stationnaire.

Exercices

| Exercices 11a 13

VYneN*,

Proposition 4

Si une suite converge, sa limite est unique.

1
u”:_.
n

(car deux nombres > 0 sont rangés en sens contraire de leurs inverses)

Comme il est clair par ailleurs que u, = —¢, on obtient :

n=- — —e<u,=<e.

7] : [1]+1

Proposition 5 (limites de référence)

1. Si (un),en est constante égale a ¢, alors
limu, =c.

2. Si xEIP f(x)=¢,alorslim f(n) = ¢.
3. Silgl <1, alorslimg” = 0.

Exemples 6

1. lim xe™

X—+00
donclimne ™ =0.

= 0 (par croissance comparée),

2. |3| <1, donc lim(%)n =0.



Proposition 6

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Soit (1) ,en Une suite convergente. Notons
Par définition de la limite, avece =1 :

¢ sa limite.

ANeN, VrneN, (n=N = |u,—¢|<1).

Donc pour n = N et d’apres I'inégalité triangulaire :

lupl =lup =0+ <|u, =01+ 141 <1+14].

Et finalement, Vn € N, |u,| < max (|uol, |u1],

Attention

La réciproque est fausse! Par exemple, la
suite (-1)"),eny = (1;-1;1;-1;--+) est bor-
née, mais ne converge pas (voir exple 10).

Les propriétés suivantes recensent les regles de
calcul avec les limites.

Proposition 7

Soient (1) ,eny Une suite et £ € R.
1. u, - ¢ < (u,—-¥)—0 < |u,—¢|—0.

2. u,— 0 = lu,l— 4.

Proposition 8

Si u,, — 0 et (v,),en €St bornée, alors u, x v, —
0.

Démonstration (point 2 de la proposition

rluN—llrl_'_l[l)

Soient (uy),en, (Vn) ey deux suites conver-
gentes.

1. Siu,— ¢,alorspour L eR, Au, — AL.

2. Siu, —letv,— ¢, alors

(Up+Vvy)— O+,
(Up xv,) — € x /.

3. Siu,—Lletv,— ¢ avecl' #0,alors v, #0

u l
pour n assez grand et P 2

, pour le produit uniquement)

Soit n € N. On commence par un calcul préparatoire :

Up X Up—Cx 0 =(Wp—O) x v+ x (v, 1').

On examine chacun des deux termes dans le membre de droite ci-dessus :

¢ On sait que u; — ¢ donc (u, —¢) — 0
elle est bornée (proposition 6). On en

(proposition 7). De plus (v;) ,en cOnverge, donc
déduit que (u, — ¢) x v, — 0 (proposition 8).

¢ On sait que v, — ¢’ donc (v, —¢') — 0 (proposition 7). Et donc, d’apres le point 1,

¢ x(v,-¢')—0.

On a prouvé que (u,—¥¢) x v, — 0 et que ¢ x (v, —¢') — 0. En utilisant le point 2 (pour la

somme), on en déduit que u, x v, — € x ¢’
proposition 7 permet alors de conclure.

= (up—20) x vy, + ¢ x (v, — ¢') a pour limite 0. La



Exemple 7

(Un) nen €st la suite arithmético-géométrique définie par 1y = 3 et la relation de récurrence
1
VneN, us = —Eun +1.

En utilisant une suite géométrique annexe, on a démontré la formule (voir exercice 7) :

7( 1\* 2
VneN, up,==-(—=| +-.
3\ 2 3

|-3| <1, donc (—%)n — 0, etdonc

\S)
Wil

u”_)§x0+_:

w
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Proposition 10 (passage a la limite dans une inégalité)

1. Siu,— ¢ etsi(uy),en €St majorée par M, alors ¢ < M.

2. Siu, — ¢ etsi(uy),en €St minorée par m, alors ¢ = m.

Théoréme 2 (des gendarmes.)

Siu,—¥¢, w,— ¢etsiu, <v, <w,pourtout neN, alors v,, — ¢.

Démonstration

Soite > 0. Par hypothese lim u,, = £ donc pour n assez grand, disons n= N, { —e < u, < ¢ +e.
De méme lim w,, = ¢ donc pour n assez grand, disons n = N,, { —e < w,, < ¥ +e€.

Enfin, pour tout neN, u, < v, < wy,.

Posons N = max (NN, N,) . Alors pour n= N :

l—e<u,<v,<w,=</t+e.

Onadonc ¢ —-e€<v,</?+e¢, etparsuitelimv, =/¢.

Exemple 8

1 n
(Un) yen €St définie par Vi e N, un (’12:1

On a l'encadrement Vn € N, 2+1 <u, < # Or lim —
reme des gendarmes lim u,, = 0.

=0, donc d’apres le théo-

Remarque. On ne peut pas «passer a la limite » dans les inégalités strictes. Par exemple, il est
vrai dans I'exemple précédent que Vn € N, 2+1 <up< ﬁ ; en revanche il faut des inégalités
larges quand on prend les limites: 0 <0 < 0.



Exemple 9

On reprend I'exemple 7 : (1) ,eny €st définie par 1 = 3 et la relation de récurrence
Vne N, Up+1 = f(un))

avec f(x) = —3x+1.

On propose une nouvelle méthode pour étudier la limite de (u,,) e -

On démontre par récurrence que pour tout n € N :

_3 5 .

e Lapropriété 1 est vraie pour n = 0, puisque |ug— 5| =[3- 5| =% et (%)0 =1

2
un_g

* Soit ke N tel que |uy — §| s%(%)k.Onaalors

2= =5 [geg) =5 (o 5)
u —— |l =|—U —— |l =|—U - =1-=\Ur— — =
k+17 3 2k 3 27k 3 2% 3

et ainsi la propriété est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.

7(1)\" 2 7(1\"
vneN, —=[=| su,—=<-[=] .
312 37312

L'inégalité 1 se réécrit

Or lim? (é)n = lim(~%(3)") = 0, puisque |}| < 1. Donc d’apreés le théoreme des gendarmes
3

lim (u, — %) =0; et finalement lim u,, =

g.
Remarque.

Lalimite ¢ = % de la suite (u,) ,en de I'exemple précédent est un point fixe de la fonction f, c’est-
a-dire que ¢ est solution de I'’équation —%x +1=x.

' $ ' Exercices
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Soit (1) neny une suite. Une suite extraite, ou sous-suite, est une suite de la forme (u¢ )
ol ¢:N — N est strictement croissante.

neN’

Déf. 10



Exemple 10

Soit (uy) yen la suite de terme général u, = (—1)".

e Sionprend ¢: N — N, n— 2n, alors la suite extraite est la suite des termes de rang pair
(U2n) nen = (Uo, Uz, Uy, U, ...),, dont le terme général est (—=1)?" = 1. Autrement dit, (t42,,) yery €5t
la suite constante égale a 1.

e Sionprend ¢:N— N, n— 2n+1, alors la suite extraite est la suite des termes de rang im-
pair (42,+41) nen = (U, U3, Us, Uz,...), dont le terme général est (-1)?"*! = —1. Autrement dit,
(U2n41) nen €St 1a suite constante égale a —1.

up 4

2

1@ [ ) [ ) [ ]

0 >
1 2 3 4 5 6 7 N

-1 [ ] [ ] [ ] [ ]

Exemple 11

En examinant le graphique de 'exemple 9, on devine que (u,) ,cn N'est pas monotone, mais que
(U2n) nen €t (U2n+1) nen le sont (la premiére est décroissante, la deuxieme est croissante). Une tech-
nique pour étudier la convergence de (u,),cy consiste a étudier la convergence de chacune de
ces deux sous-suites.

Proposition 11

Soit (uy,) ,en Une suite. Silim u,, = ¢, alors pour toute suite extraite (”¢>("))ne|\1 onalimug =¢.

Remarques.

* Enappliquant la proposition précédente a ¢ : n— n+1, on voit que si u, — ¢, alors u,+; — ¢.
Ce résultat est crucial pour I'étude des suites définies par une relation de récurrence (voir
exercices).

e On utilisera la réciproque de la propriété 11 pour prouver la divergence d'une suite. Par
exemple, la suite ((—1)"),en diverge puisque la sous-suite des termes de rang pair est
constante égale a 1 (et donc a pour limite 1), et la sous-suite des termes de rang impair est
constante égale a —1 (et donc a pour limite —1).

Proposition 12

Une suite (u,) ,en converge vers une limite £ si, et seulement si, chacune des deux suites extraites
(U21) nen €t (U21+1) nen CONVeErge vers €.

' g ! Exercices

| Exercices 21 a 23



IV. Suites de limite infinie

On dit qu'une suite (u,),cn tend vers +oo si A
u, dépasse n'importe quel réel M > 0 a partir Un
d’un certain rang N. Plus formellement : o °®
[ J [
:: MEesasaanaaanananns e. m@ =
=
N VM>0,INeN,¥YneN, (2N = u, 2 M). . o
£ 1 °
f‘da On note lim u,, = +oo ou u,, — +oo.
Remarque. ‘ —>
On définit de fagcon analogue u,, — —oo. a partir d'ici,
on dépasse M

Proposition 13
Sig>1,alorslimg” = +oo.

Soit g > 1. On souhaite prouver que la suite (¢"), ., tend vers +oo, c'est-a-dire :

VM>0,3NeN, VneN, (n=N = q"=M).
Prenons donc M > 0. La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[, donc :
q"=2M < In(q")=zInM <> nlng=InM.

Or g > 1donclng > 0 et la derniére inégalité ci-dessus est équivalente a n = 111111—1\;.

Conclusion : on pose N = Llllrll—A;J +1. Alors(n=N) = n= llnn—"(;[ = [q” > M). Cela prouve

que g" — +o0.
Proposition 14
Soit () 4en une suite. Exemple 12

i 1, .
1. Siup — +oo, alors - — 0. On pose u, = n—sinn pour tout n € N.

2. Siu,— 0etuy,>0pour nassezgrand, alors

1 sinn < 1 pour tout n € N, donc
u—n — +00.
3. Si lirp f(x) = +o0, alors lim f(n) = +oco0. Up,=n-1.
X—+00

Orlim(n—1) = +oo, donclim (n —sin n) = +oco.

Proposition 15 (limite par comparaison)

Si u;, — +oo et si u, < v, pour tout n € N, alors 'xl Exercices
Vp — +00. | Exercices 24 et 25

10



V. Limites des suites monotones

Théoréme 3

* Si (un)nen €st croissante majorée par M, alors (uy),en converge et sa limite vérifie
limu, < M.

* Si (up) uen €St croissante non majorée, alors lim u,, = +oo.

On dispose de résultats analogues pour les suites décroissantes.

Démonstration

Premier point. Lensemble E = {u, | n e N} = {ug; u;; uy; ...} est un sous-ensemble non
vide de R majoré par M, donc il admet une borne supérieure ¢ < M.

Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, ¢ est le plus petit majorant de E, donc ¢ — €
n’est pas un majorant de E. Il existe donc N e N tel que ¢ —¢ < uy.

Comme (uy) ,en €St croissante et que ¢ = sup(E), pour tout entier n = N :
l—e<un<u,=</.
On a ainsi prouvé :
Ve>0,dANeN, VrneN, (n=N = |u,—¥|<¢),

c'est-a-dire que u, — ¢.
Deuxiéme point. Soit M > 0. La suite (1) ,en €5t non majorée, donc AN, uy = M. Et comme

(Un) hen €St croissante,
VneN, (n=N = u,=M).

Cela prouve que u, — +oo.

Remarques.

* On a prouvé plus que ce qui était annoncé dans le premier point : si (i) e €St croissante
majorée, alors sa limite est la borne supérieure de {u,, | n € N}.

e La limite de la suite n’est pas nécessairement égale au majorant M — ce serait d’ailleurs ab-
surde, il y a une infinité de majorants.

Exemple 13

Soit (uy) e+ 1a suite de terme général

& 1 1 1 1 1

= = + + Fot——.
tn ,C;kxzk 1x21 " 2x22  3x23 nx2n

Cette suite est bien siir croissante, car on ajoute des termes positifs. De plus, pour tout n € N* :

1 1 1 1
un_21+2—2+2—3+ +§
Sn

11



Exemple 13 — Suite

On a déja rencontré la somme S, en exercice;onavuque S, =1- Zi,,
Onadonc
unssnsl—ﬁsl.
Conclusion : (uy),en+ €St croissante et majorée par 1, donc elle converge. On peut prouver que
sa limite est égale a In2.

Deux suites (i) ,en €t (V) neny SONt dites

Attention > adjacentes si:
Ne dites surtout pas que le majorant est 1 — _5 o () peny €St CTOISSANte,
2%, : ce majorant doit étre indépendant de n. "é . L.
= (V) neny €St décroissante,
8 * Vy—Uuy—0.
Exercices
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Théoreme 4 (Des suites adjacentes)

Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration

On prend les notations de la définition 12.

Montrons d’abord que Vn € N, u, < v,, en raisonnant par I’absurde : si ce n’était pas le cas,
il existerait N € N tel que uy > vy. Donc uy — vy =a > 0.

Or (uy),en €st croissante et (v,),en €st décroissante, donc (u, — vy) en €St Croissante; et
donc
VneN, (n=2N = u,—v,=ZunN—vnNn=a).

Faisant tendre n vers 'infini dans cette inégalité, d’aprés la proposition 10 on aurait
0=1lim(u,-v,) = a,

ce qui est absurde puisque a > 0.

Nous savons maintenant que Vn € N, u, < v,. Comme (v,),cn est décroissante, Vn €
N, u, < v, < vy. La suite (u,),en étant croissante majorée par vy, elle converge vers une
limite finie ¢.

On montre de la méme facon que (v,),en converge vers une limite finie ¢’. On a alors 0 =
lim(v,—u,)=¢"-¢,dout="2"

Exemple 14

Dans 'exemple 9, la suite (u2,),eny = (Uo, U2, Uy, --+) est décroissante, la suite (U2;+1)pen =
(11, us, us,--+) est croissante (ces deux affirmations mériteraient d’étre démontrées rigoureuse-
ment). Elle sont adjacentes et convergent vers la méme limite ¢ = %

12



' $ ' Exercices

I Exercices 32 et 33

VI. Comparaison de suites

Dans cette section, lorsqu’on étudie la limite de —Z", cela sous-entend que les termes de (V) en
n
sont non nuls a partir d'un certain rang :

dANeN, Vn=N, v, #0.

» Ondit que (uy) ,en €St dominée par (vy,) ey Si (—Z” ) N est une suite bornée. On note alors
n)ne
u, = 0(vy) (lire « u, estun grand O de v, »).

» Ondit que (1) ,en est négligeable devant (v,) ;e Si Z—Z — 0. On note alors u,, = o (v,,) (lire
« Uy estun petit o de vy, »).

)
i

s
2
&=

£
=
N7
()]

» Ondit queles suites (uy,) ,en €t (Vn) nen SONt équivalentes si Z‘—: — 1.Onnote alors u,, ~ v,,.

Exemples 15

1. Inn=0(n), car lnT” — 0 par croissance comparée.

2. nsinn=0(n). Eneffet,sin>1, % =sinn, et la suite (sin(n)) ,en €St bornée.

n+l _ 1_
3. n+l~n,car == =1+ —1.

'E ' Exercices

I Exercices 34 a 36

Proposition 16 (relation d’équivalence) Proposition 18

Soient (1) ,en €t (Vn) neny deux suites. Soient (Uy) nen> (Vn) nen» (Wn) nen trois suites.

1. Réflexivité. u, ~ u,. 1. Siu,=o0(v,) ouu,~ vy, alorsu,=0(v,).

2. Si u, = o(vy) et v, = o(wy), alors u, =

2. Symétrie. Si u, ~ vy, alors v, ~ uy.
o(wy).

3. Transitivité. Si u, ~ v, et v, ~ wy,, alors
un ~ Wn.

Proposition 17 (croissances comparées)

Si a, B, y sont trois réels strictement positifs,
alors:

nnP=0(n% n%=o(e™).
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Ce sont les deux propositions suivantes qui se-
ront les plus utiles en pratique :

Proposition 19

Soient (1) ,en €t (V5) neny deux suites.
1. u, =o0(1) sietseulementsi u,, — 0.
2. u,~ vy,sietseulementsi u, —v,=0(v,).

3. Siu,~v,etu, — ¢, alorsv, —¢.

Proposition 20

Siu,~a,, v,~ b, etkeN,alors:

o uk~ak.

* Uy XUy~ ayX by,

Uy, Gn

L4 T .
Un by,

VIl. Exercices

Exercice 1.
Donner sans justification les bornes supérieures et
inférieures de chacun des ensembles suivants :

e A=13;7].
e B=[0;1]U[2;3].
e C={sinx|xeR}.

e D={;+-L|neN*, meN*}.

Exercice 2.
Justifier la réponse pour la borne supérieure de
I'ensemble C dans I'exercice précédent.

Exercice 3.

Si x est un réel, la partie entiere de x est le plus
grand entier n qui est inférieur ou égal a x. On note
|x] cette partie entiere.

1. Donner les valeurs de L%J, lz], 2] et |[—1,5].
2. Construire la courbe de la fonction x — [x].

3. Donner sans justification un encadrement de
[x] qui n'utilise pas la partie entiére.

4. En déduire que pour tousréels a, b :

lal + |b] < la+ b].

{ | 5 Attention

Larelation ~ n’est pas compatible avec I'ad-
dition. Par exemple :

n>-2n~n®-n et —n2~—n2;

mais en ajoutant membre a membre :

—2n % —n.

'ﬁ' Exercices

| Exercice 37

Exercice 4 ().
Soit E={1 | neN*}.
1. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que

% < ¢ dans chacun des cas suivants :

e ¢€=0,25;
e ¢=0,13;
e ¢=0,0024

2. Prouver que inf(E) = 0.

Exercice 5.
La suite (uy)en est définie par ug = 1 et la relation
de récurrence

U1 =0,5u,+3

pour tout n € N.

1. Calculer u;, uy et us.

2. Tracer dans un méme repere les droites d’équa-
tions y = x et y = 0,5x + 3 sur l'intervalle [0; 10]
(on prendra 1 cm ou 1 carreau comme unité
graphique).

3. Construire u;, uy et ug sur 'axe des abscisses.

14



Exercice 6.

Soit f:R— R, x— —x? +2x.

La suite (1) nen est définie par ug = 0,5 et la rela-
tion de récurrence

Up+1 = f(un)
pour tout n € N.

1. FEtudier les variations de f sur I'intervalle [0;1].

2. Tracer dans un méme repére les courbes
d’équations y = x et y = f(x) sur l'intervalle
[0;1] (on prendra 10 cm ou 10 carreaux comme
unité graphique). Construire u,, uy et us sur
I’axe des abscisses.

Exercice 7 (II).
La suite (u,) ,en €St définie par ug = 3 et la relation
de récurrence

VneN, uptr = f(un),

ohf:x»—»—%x+1.

1. a. Construire dans un méme repeére, sur l'in-
tervalle [-1;4], la droite d’équation y = x et
la droite représentant la fonction f.

b. Construire u;, uy et us sur 'axe des abs-
cisses.

2. Onpose v, =u,— % pour tout n € N.
a. Prouver que (vy) N €St géométrique.

b. Soit n € N. Exprimer v, puis u,, en fonction
de n.

Exercice 8 (©).
La suite (uy,) ,en est définie par ug =1, u; =4 etla
formule de «récurrence double » :

VneN, uyi2 =5u,+1 —6Uy,.

1. Calculer u, et us.

2. Démontrer que pour tout n €N :

u,=2x3"-2"

Exercice 9 (I).
Dans chaque cas, dire si la suite est majorée, mino-
rée, croissante, décroissante.

1. u,=0,5" pourtout neN.
2. v, =n?pourtout neN.

8. wy, =5 pourtout neN.

15

Exercice 10 ().
On reprend la suite de 'exercice 5.

1. Démontrer par récurrence que
un < un+1 < 6

pour tout n € N.

2. La suite (uy),en est-elle croissante? Décrois-
sante? Majorée? Minorée? Bornée?

Exercice 11 (9).
Soit (u4,,) nen une suite constante égale a c. Prouver
que limu, = c.

Exercice 12 (‘o')
Soit 0 < g < 1. Prouver que lim g” = 0.

Exercice 13 ().

Soient (v;)neny une suite bornée et (uy)nen
une suite qui converge vers 0. Prouver que
lim (4, x v,) =0.

Exercice 14.
Calculer les limites des suites de termes généraux :

1. up=3+-—
2 Inn
Un=",
3n-5
3. wy,=
in+1
_1
4. x,= 2L
1
1+2—n
5 B 3"-1
SRAETIY,

Exercice 15 (IX).
La suite (i) zen est définie par ug = 6 et la relation
de récurrence

U1 =0,6u,—4

pour tout n € N.

On admet qu’elle converge. Calculer sa limite.

Exercice 16 (& &).

n
Pour tout 7 =2, on pose S, = Y. m
k=2

i

. 1 1

1. Soit n = 2. En remarquant que D = 1
1

pour tout 2 < k < n, prouver que S, = 1— ..

2. En déduire lim §S,,.



Exercice 17 (Ii).
n
Soit g un réel tel que |g| < 1. On pose S, = ¥ g*.
k=0

1. Rappeler la formule pour S, vue dans le cha-
pitre 7.

2. En déduire la limite de (S;) ,en -

n
3. Calculer également lim S/, o1 S}, = ¥ g~.
k=1

Exercice 18 (Ii).

Calculer lim %

- (=D”
et hmT.

Exercice 19 (I).

1. Prouver que pour tout n € N* :
In(n!) < nlnn.

2. Calculer lim lnlfl—?')

Exercice 20 (I ).
La suite (1) nen st définie par ug = % et la relation
de récurrence

2
VneN, upr=1+—.
Un

1. Démontrer que pour tout n € N :
—<u,<A4.
2 n

2. Endéduire que pour tout n€ N :

Uy — <—|—- .
" 213

3. Prouver que (u,)en converge et déterminer sa
limite.

Exercice 21 (informel).

Soit (u,) ,en une suite. On sait que toute sous-suite
est de la forme (up(n)) > OU ¢ : N — N est stricte-
ment croissante.

Déterminer ¢ pour chacune des sous-suites ci-
dessous :

1. (w1, us, us, uz, ug,...).
2. (ug, us, U, Ug, U12,...).

3. (u()» Uy, Ug, Uz, u25»---) .

Exercice 22.
On pose u, =sin (
(Un) nen diverge.

nn

T) pour tout n € N. Prouver que

Exercice 23 ().

On pose u;, = cosn et v, = sinn pour tout n € N.
On suppose que (u,) ey cOnverge vers une limite
l.

1. En utilisant la sous-suite (u42,) en, prouver que
0=20%-1.

Quelles sont les valeurs possibles de ¢ d’apres
cette égalité?

2. On a vu dans la lecon sur les nombres com-
plexes que pour tout x € R,

cos” x = —cos(3x) + —cos x.
4 4

En déduire que ¢ = 1, puis que (V;)nen
converge vers 0.

3. En utilisant la sous-suite (#,,+1)en, aboutir a
une contradiction. Conclusion?

Exercice 24 (©).
En utilisant la définition, prouver que

n-3
= +o00.

lim

Exercice 25 ().
Démontrer la proposition de limite par comparai-
son (proposition 15).

Exercice 26 (IX).

On reprend la suite des exercices 5 et 10.
Démontrer qu’elle converge et déterminer sa li-
mite.

Exercice 27 (&K &).
On reprend la suite de 'exercice 6. On rappelle
qu’elle est définie par uy = 0,5 et la relation de ré-
currence

VneN, uper = f(un),

ouf:R—R, x— —x%+2x.
1. Rappeler les variations de f sur [0;1].

2. Démontrer que pour tout entier naturel 7 :
O0<sup,<ups <1.

3. Endéduire que (u) neny converge, puis détermi-
ner sa limite.
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Exercice 28 (I Q).
La suite (u,) ,en st définie par ug = 4 et la relation
de récurrence

VnEN, Up+1 :f(Un),

N . 3x-1
ou f X i
1. Etudier les variations de fsur(1;4].

2. Démontrer que pour tout entier naturel n :
1<upy Suy<4.

3. Endéduire que (1) nen converge, puis détermi-
ner sa limite.

Exercice 29 (I ©).
n
Pour tout entier n =1, on pose T, = ). %
k=1
1. Démontrer que pour tout entier n = 2, T, <

1+S,, ot (S,,) ;=2 estla suite définie dans I'exer-
cice 16.

2. Endéduire que (Ty) ;=1 converge.

Exercice 30 (iIX).
On définit une suite (wy,) ,en par wo =2 et

Wpt1 = Wyt
n

pour tout n € N. On admet que cette suite est a
termes positifs.

1. FEtudier les variations de (wp) e -

2. En raisonnant par l'absurde, prouver que
lim w,, = +o0.

Exercice 31 (©).
n

Pour tout entier n =1, on pose H, = ). %
k=1

1. Démontrer que pour tout entier n =1,

1
Hyp—Hy 2 5.

2. En déduire la limite de (Hp) ;;en

Exercice 32 (Ii).
n

Onpose u, = ), % etv,=u,+ % pour tout entier
k=1

n=1.

Prouver que les suites (i) zen+ €t (V) nen+ sSont ad-
jacentes.
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Exercice 33 (©).
(

n 1k .
Onpose u, = Y ki)l pour tout entier 7 = 0.

1. Ecrire en extension les termes 1 a us.

2. Prouver que (u25) ,en €St décroissante.
On admet que (Uzn+1)nen €St croissante (la
preuve est similaire).

3. Prouver que les suites (u25),eny €t (U2n+1) neN
sont adjacentes.

4. En déduire que (u,) ey cOnverge.

Exercice 34 ().
Pour chacune des affirmations suivantes, dire si
elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. n=o0(").

2. n=0(".

3. n= o(nz).

4. n>~n%+n.

5. e ~e2",

6. In2n)=0(nn).

Exercice 35 (II).
1. Que peut-on dire d'une suite (u,),en Vérifiant
up,=0()?

2. Que peut-on dire d'une suite (u;),en Vérifiant
u,=0()?

Exercice 36 ().
Les trois questions sont indépendantes.

1. Onsuppose que u, ~ v, et que v, ~ wy,. Prou-
ver que U, ~ Wy.

2. Onsuppose que u, — ¢ etque v, ~ u,. Prouver
que v, —¢.

3. Démontrer 'équivalence :

Up~Up < Uy—Vy=0(U,).

Exercice 37 ().
Démontrer les propositions :

1 1 1
L a—mi~ e
(n+1)Inn -1
nln(2n)

ANeN,Vn = N, n?<elln,
INeN,Vn= N, n%% > 100(nn)?.

owon
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