
Chapitre 9 : Géométrie dans l’espace

I. Repères et coordonnées

Dans toute la leçon, on se donne un repère or-

thonormé direct (r.o.n.d.)
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
. Cela si-

gnifie que que les vecteurs
−→
i ,

−→
j ,

−→
k sont or-

thogonaux et de norme 1 ; mais aussi qu’une

fois tracés
−→
i et

−→
j , on construit

−→
k en suivant la

« règle de la main droite ».

−→
i = index (abscisse)
−→
j = majeur (ordonnée)
−→
k = pouce (cote)

Dans ce cas, pour tout point M de l’espace, il

existe un unique triplet (x, y, z) de réels tels que

−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k .

Le triplet (x; y ; z) sont les coordonnées de M

dans le repère
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
.

−→
i −→

j

−→
k

x

y

z

abscisse

ordonnée

cote

b
O

b
M

(On a tourné de 90◦ par rapport à la main

ci-contre, mais sans changer l’orientation.)

On étend le concept de vecteur à l’espace :
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◮ Soient A
(
xA; y A ; zA

)
et B

(
xB ; yB ; zB

)
. Les

coordonnées du vecteur
−→
AB sont

−→
AB




xB −xA

yB − y A

zB − zA



← abscisse

← ordonnée

← cote

◮ Soient −→u




x

y

z


 et −→v




x′

y ′

z ′


 et soit k ∈R.

1 Le vecteur−→v = k−→u est le vecteur de co-

ordonnées




kx

k y

kz


 .

2 La somme de
−→
u et

−→
v , notée

−→
u +−→

v , est

le vecteur de coordonnées




x +x′

y + y ′

z + z ′


 .

3 Le vecteur nul, noté
−→
0 , est le vecteur

de coordonnées




0

0

0


 .

1



Proposition 1

Soient A
(
xA ; y A; zA

)
et B

(
xB ; yB ; zB

)
deux points de l’espace.

1. Le milieu I du segment [AB] a pour coor-

données

I
(xA +xB

2
;

y A + yB

2
;

zA + zB

2

)
.

2. La longueur du segment [AB] est

AB =
√

(xB −xA)2 +
(
yB − y A

)2 + (zB − zA)2.

Exemple 1

ABC DEFG H est un cube. Ce cube permet de définir un repère de l’espace, noté
(

A,
−→
AB ,

−−→
AD ,

−→
AE

)
, dans

lequel A(0;0;0) B (1;0;0) C (1;1;0) D(0;1;0) E (0;0;1) F (1;0;1) G(1;1;1) H (0;1;1).

Soit I le milieu de [CG] . Les coordonnées de ce point sont :

I
(xC +xG

2
;

yC + yG

2
;

zC + zG

2

)
I

(
1+1

2
;

1+1

2
;

0+1

2

)
I (1;1;0,5) .

Les coordonnées du vecteur
−→
C E sont

−→
C E




xE −xC

yE − yC

zE − zC


 −→

C E




0−1

0−1

1−0


 −→

C E



−1

−1

1


 .

La longueur du segment [C E ] est :

C E =
√

(xE −xC )2 +
(

yE − yC

)2 + (zE − zC )2 =
√

(0−1)2 + (0−1)2 + (1−0)2 =
p

3.

x

y

z

1

1

0,5

b
A

b

B
b C

b

D

bE

b
F

b

G

b
H

b I

x

y

z

−1
−1

1

b
A

b

B
b C

b

D

bE

b
F

b

G

b
H

Proposition 2

La sphère S de centre I et de rayon R a pour

équation

(x −xI )2 +
(
y − yI

)2 + (z − zI )2 = R2.

R
b

I

Démonstration

Soit M(x; y ; z) un point de l’espace. On a les équivalences :

M ∈S ⇐⇒ I M = R ⇐⇒ I M2 = R2 ⇐⇒ (x −xI )2 +
(
y − yI

)2 + (z − zI )2 = R2.
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II. Parallélisme et orthogonalité

Proposition 3 (règles d’incidence)

1. Par trois points non alignés A, B , C passe un

unique plan, que l’on note (ABC ).

2. Si deux plans distincts sont sécants a et non

confondus, leur intersection est une droite.

a. C’est-à-dire qu’ils se coupent.

Sur la figure ci-conte, les plans bleu et vert sont

des surfaces planes illimitées 1. Leur intersec-

tion est la droite rouge.

On étend de façon naturelle à l’espace la notion de parallélisme et d’orthogonalité. Comme dans

le plan, l’outil principal pour étudier les problèmes de parallélisme est la colinéarité.
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2 Deux vecteurs non nuls
−→
u et

−→
v sont dits

colinéaires s’il existe un réel k tel que −→v =
k−→u .

Par convention, le vecteur nul est coli-

néaire à tous les vecteurs.

Proposition 4

1. Trois points A, B , C sont alignés si, et seule-

ment si,
−→
AB et

−→
AC sont colinéaires.

2. Deux droites (AB) et (C D) sont parallèles si,

et seulement si,
−→
AB et

−−→
C D sont colinéaires.

Exemple 2

Les points A(0;1;2), B(2;4;5) et C (−3;0;6) dé-

terminent un plan.

En effet, on calcule les coordonnées des vec-

teurs :

−→
AB




xB −xA

yB − y A

zB − zA


 −→

AB




2−0

4−1

5−2


 −→

AB




2

3

3




−→
AC




xC −xA

yC − y A

zC − zA


 −→

AC



−3−0

0−1

6−2


 −→

AC



−3

−1

4




Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, parce que

le tableau avec leurs coordonnées

2 −3

3 −1

3 4

n’est pas un tableau de proportionnalité.

On en déduit que A, B , C ne sont pas alignés, et

donc qu’ils déterminent un plan.

Exercices

Exercices 1 à 5

1. Bien sûr, sur le dessin, on ne peut pas étendre un plan à l’infini. L’habitude est de dessiner un parallélogramme,

et d’imaginer qu’on peut l’agrandir autant que l’on veut.
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Soient

−→
u et

−→
v deux vecteurs du plan. Le

produit scalaire de −→u et −→v , noté −→u ·−→v , est

défini de la façon suivante : si −→u et −→v sont

non nuls,

−→u ·−→v =
∥∥−→u

∥∥∥∥−→v
∥∥cos

(−→u ,−→v
)

et −→u ·−→v = 0 sinon.

Remarque.

−→
u ·−→u =

∥∥−→u
∥∥2

.

Théorème 1

Deux vecteurs −→u et −→v sont orthogonaux si,

et seulement si,
−→
u ·−→v = 0.

Proposition 5 (symétrie et bilinéarité)

Pour tous vecteurs −→u , −→v , −→w , pour tous réels

λ,µ :

1.
−→u ·−→v =−→v ·−→u .

2.
−→
u ·

(
λ
−→
v +µ

−→
w

)
=λ

−→
u ·−→v +µ

−→
u ·−→w .

3.
(
λ−→u +µ−→v

)
·−→w =λ−→u ·−→w +µ−→v ·−→w .

Proposition 6

Si −→u




x

y

z


 et −→v




x′

y ′

z ′


 , alors

−→u ·−→v = xx′+ y y ′+ zz ′.

Exemple 3

ABC DE FG H est un cube de côté 1, I est le mi-

lieu de [CG] .

b

A

b
B

b C

b
D

b
E

b
F

b

G

b
H

b
I

On prouve que (AI ) est orthogonale à (BD) et

on calcule une valeur approchée à 1◦ près de

l’angle �I AE .

On travaille dans le repère
(

A,
−→
AB ,

−−→
AD,

−→
AE

)
.

• Dans ce repère A(0;0;0), I (1;1;0,5), B(1;0;0)

et D(0;1;0), donc

−→
AI




1

1

0,5


 et

−−→
BD



−1

1

0


 .

On a donc

−→
AI ·

−−→
BD = 1× (−1)+1×1+0,5×0= 0.

On en déduit que (AI ) et (BD) sont orthogo-

nales.

• On calcule la longueur :

AI =
√

12 +12 +0,52 =
√

2,25= 1,5.

Par ailleurs
−→
AE




0

0

1


 , donc

−→
AI ·

−→
AE = 1×0+1×0+0,5×1= 0,5.

Par définition du produit scalaire :

−→
AI ·

−→
AE = AI × AE ×cos�I AE

0,5 = 1,5×1×cos�I AE

cos �I AE =
0,5

1,5
=

1

3
.

On en déduit �I AE = arccos
(

1
3

)
≈ 71◦.

Exercices

Exercices 6 à 8
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III. Droites et plans
On commence par la représentation paramétrique des droites et des plans. Concernant les droites,

on a un résultat analogue à celui du plan :
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La droite D passant par A
(
xA ; y A; zA

)
et diri-

gée par le vecteur
−→
u



α

β

γ


 a pour représenta-

tion paramétrique




x = xA + tα

y = y A + tβ

z = zA + tγ

, t ∈R.

Cela signifie que les points M(x; y ; z) de la

droite D sont ceux qui vérifient ces égalités

pour une certaine valeur de t .

−→u

t = 0
t =−1

t = 1
t = 2

b
A

b

b
bM

b
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Soient −→u , −→v , −→w trois vecteurs de l’espace.

Si −→u et −→v ne sont pas colinéaires, on dit que
−→u ,−→v ,−→w sont coplanaires s’il existe deux réels

t , t ′ tels que

−→w = t−→u + t ′−→v .

Par convention, si
−→
u et

−→
v sont colinéaires, on

dit que −→u , −→v , −→w sont coplanaires.

P

−→u

−→v

−→w

bA

M

Soit P un plan passant par un point A et dirigé par deux vecteurs non colinéaires−→u et −→v . Pour tout

point M de l’espace, il y a équivalence :

M ∈ P ⇐⇒
(−→u , −→v ,

−−→
AM coplanaires

)

⇐⇒ ∃t ∈R, ∃t ′ ∈R,
−−→
AM = t−→u + t ′−→v .

Ceci nous conduit à la représentation paramétrique :
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Soit P un plan passant par A
(
xA; y A; zA

)
et dirigé par les vecteurs non colinéaires −→u



α

β

γ


 et

−→v



α′

β′

γ′


 . Alors P a pour représentation paramétrique





x = xA + tα+ t ′α′

y = y A + tβ+ t ′β′

z = zA + tγ+ t ′γ′
, t ∈R t ′ ∈R.

Cela signifie que les points M(x; y ; z) du plan P sont ceux qui vérifient ces égalités pour une

certaine valeur de t et de t ′.
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Exemple 4

Soit P le plan passant par A (2;1;0) et dirigé par

les vecteurs
−→
u




3

−2

1


 et

−→
v




0

2

−1


 . Sa représenta-

tion paramétrique est





x = 2+ t ×3+ t ′×0

y = 1+ t × (−2)+ t ′×2

z = 0+ t ×1+ t ′× (−1)

, t ∈R t ′ ∈R

soit



x = 2+3t

y = 1−2t +2t ′

z = t − t ′
, t ∈R t ′ ∈R.

Le point K (−1;−5;3) appartient-il à P ? Cela re-

vient à savoir s’il existe deux réels t , t ′ tels que





−1 = 2+3t

−5 = 1−2t +2t ′

3 = t − t ′
.

La 1re ligne donne t = −1, puis en remplaçant

dans la 3e ligne : 3 =−1− t ′, d’où t ′ =−4. Il n’y a

plus qu’à vérifier l’égalité dans la 2e ligne : on a

bien

−5 = 1−2× (−1)+2× (−4),

donc le couple (t , t ′) = (−1,−4) est solution; et

K ∈ P.

Exercices

Exercices 9 et 10
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Soit P un plan dirigé par les vecteurs non co-

linéaires −→u et −→v et soit −→n un troisième vec-

teur. On dit que
−→
n est orthogonal (= normal)

au plan P s’il est orthogonal aux vecteurs −→u
et −→v .

−→
n

P

−→
u

−→
v

Théorème 2

— Soit
−→
n




a

b

c


 un vecteur non nul orthogonal à un plan P. Alors P a une équation de la

forme ax +by +cz +d = 0, où d est un nombre réel. On note P : ax +by +cz +d = 0.

— Réciproquement, si a, b, c, d sont quatre nombres réels tels que (a,b,c) 6= (0,0,0), alors

l’ensemble des points M(x; y ; z) tels que ax +by + cz +d = 0 est un plan et le vecteur

−→n




a

b

c


 est orthogonal à ce plan.
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Exemple 5

Soient A(4;2;0), B(0;3;0), C (5;0;−4) et −→n



−4

−16

7


 .

Les vecteurs
−→
AB



−4

1

0


 et

−→
AC




1

−2

−4


 ne sont pas colinéaires, donc les points A, B , C ne sont pas

alignés et déterminent un plan.

Le vecteur −→n est orthogonal à
−→
AB et à

−→
AC car

−→n ·
−→
AB =−4× (−4)+ (−16)×1+7×0= 0,

−→n ·
−→
AC =−4×1+ (−16)× (−2)+7× (−4) = 0.

On en déduit que
−→
n



−4

−16

7


 est orthogonal au plan (ABC ), et donc (ABC ) a une équation de la

forme

−4x −16y +7z +d = 0.

Enfin (ABC ) passe par A(4;2;0), donc −4×4−16×2+7×0+d = 0, ce qui donne d = 48.

Conclusion : (ABC ) : −4x −16y +7z +48= 0.

Remarques.

• Bien sûr, les coordonnées des points A, B , C vérifient l’équation du plan. Par exemple, pour

C (5;0;−4) :

−4×5−16×0+7× (−4)+48= 0.

• Quand nous connaîtrons le produit vectoriel, nous pourrons obtenir les coordonnées de
−→
n

sans l’aide de l’énoncé.

Démonstration (de la partie directe du théorème 2)

−→n

P

b

M
A

Soient A
(
xA ; y A; zA

)
un point de P et

M(x; y ; z) un point de l’espace. On a l’équi-

valence : M ∈P ⇐⇒ −→n ·
−−→
AM = 0.

Or
−→
n




a

b

c


 et

−−→
AM




x −xA

y − y A

z − zA


 , donc

−→n ·
−−→
AM = a (x −xA)+b

(
y − y A

)
+c (z − zA)

= ax −axA +by −by A +cz −czA

= ax +by +cz +d ,

où l’on a posé d =−axA −by A −czA .

Conclusion :

M ∈ P ⇐⇒ −→n ·
−−→
AM = 0

⇐⇒ ax +by +cz +d = 0.

Cette dernière égalité est donc l’équation de

P.

Exercices

Exercices 11 à 15
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IV. Produit vectoriel, déterminant
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Soient −→u et −→v deux vecteurs du plan. Le pro-

duit vectoriel de
−→
u et

−→
v , noté

−→
u ∧−→

v , est le

vecteur défini de la façon suivante :

◮ Si
−→
u et

−→
v sont non colinéaires,

−→
u ∧−→

v =
∥∥−→u

∥∥∥∥−→v
∥∥∣∣sin

(−→
u ,

−→
v

)∣∣−→k ,

où
−→
k est un vecteur unitaire (= de norme

1) construit en suivant la « règle de la main

droite ».

◮ Si −→u et −→v sont colinéaires, −→u ∧−→v =−→
0 .

−→u

−→v

−→u ∧−→v

−→
k

Proposition 7 (antisymétrie et bilinéarité)

Pour tous vecteurs
−→
u ,

−→
v ,

−→
w , pour tous réels

λ,µ :

1.
−→u ∧−→v =−−→v ∧−→u .

2.
−→u ∧

(
λ−→v +µ−→w

)
=λ−→u ∧−→v +µ−→u ∧−→w .

3.
(
λ−→u +µ−→v

)
∧−→w =λ−→u ∧−→w +µ−→v ∧−→w .

Proposition 8

Si
−→
u




x

y

z


 et

−→
v




x′

y ′

z ′


 , alors

−→
u ∧−→

v =




yz ′− y ′z

x′z −xz ′

x y ′−x′y


 .

Exemple 6

Reprenons le plan P de l’exemple 4, dont la re-

présentation paramétrique est





x = 2+3t

y = 1−2t +2t ′

z = t − t ′
, t ∈R t ′ ∈R,

−→
n

P

−→
u

−→
v

et qui est dirigé par les vecteurs
−→
u




3

−2

1




x

y

z

et
−→
v




0

2

−1




x′

y ′

z ′
.

On cherche l’équation cartésienne de P. Pour cela, on calcule
−→
n =−→

u ∧−→
v :

−→
n




yz ′− y ′z

x′z −xz ′

x y ′−x′y


 −→

n




(−2)× (−1)−2×1

0×1−3× (−1)

3×2−0× (−2)


 −→

n




0

3

6


 .

Le vecteur −→n est orthogonal à −→u et −→v , donc à P. On a donc P : 0x +3y +6z +d = 0 ; et comme P

passe par A (2;1;0) :

0×2+3×1+6×0+d = 0 ⇐⇒ 3+d = 0 ⇐⇒ d =−3.

Conclusion : P : 3y +6z −3= 0, ou en divisant par 3 :

P : y +2z −1= 0.
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Exercices

Exercices 16 à 21
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Le déterminant de trois vecteurs −→u , −→v , −→w
est le nombre, noté det

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
, défini

par

det
(−→u ,−→v ,−→w

)
=

(−→u ∧−→v
)
·−→w .

Si −→u




x

y

z


 , −→v




x′

y ′

z ′


 , −→w




x′′

y ′′

z ′′


 , le déterminant

est également noté

∣∣∣∣∣∣

x x′ x′′

y y ′ y ′′

z z ′ z ′′

∣∣∣∣∣∣
.

En utilisant les propositions 6 et 8, on dé-

montre :

Proposition 9 (dévelopt du déterminant)

∣∣∣∣∣∣

x x′ x′′

y y ′ y ′′

z z ′ z ′′

∣∣∣∣∣∣
= x′′

∣∣∣∣
y y ′

z z ′

∣∣∣∣− y ′′
∣∣∣∣
x x′

z z ′

∣∣∣∣

+ z ′′
∣∣∣∣
x x′

y y ′

∣∣∣∣ .

Proposition 10

Le nombre
∣∣det

(−→u ,−→v ,−→w
)∣∣ est le volume du pa-

rallélépipède construit sur les vecteurs −→u , −→v et
−→w .

−→u

−→v

−→w

Proposition 11

1. L’échange de deux vecteurs multiplie le dé-

terminant par −1.

2. Le déterminant est linéaire par rapport à

chacun de ses vecteurs.

3. Si deux vecteurs sont égaux, le déterminant

est nul.

Exemple 7

Soient O(0;0;0), A(2;1;0), B(0;2;0) et C (1;2;3).

On calcule le volume V du tétraèdre OABC . On

admet pour cela la formule

V =
1

6

∣∣∣det
(−−→
OA,

−−→
OB ,

−−→
OC

)∣∣∣ .

−−→
OA




2

1

0


 ,

−−→
OB




0

2

0


 ,

−−→
OC




1

2

3


 , donc

det
(−−→
OA,

−−→
OB ,

−−→
OC

)
=

∣∣∣∣∣∣

2 0 1

1 2 2

0 0 3

∣∣∣∣∣∣

= 1×
∣∣∣∣
1 2

0 0

∣∣∣∣−2×
∣∣∣∣
2 0

0 0

∣∣∣∣+3×
∣∣∣∣
2 0

1 2

∣∣∣∣

= 1× (1×0−2×0)−2(2×0−0×0)+3(2×2−0×1)= 12.

On en déduit V = 12
6
= 2.

x

y

z

O

B

A

C

+

+

+

×

×

9



Exercices

Exercices 22 à 24
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0 ◮ Trois vecteurs −→u , −→v , −→w sont dits linéaire-

ment dépendants s’il existe un triplet de

réels (λ,µ,γ) 6= (0,0,0) tels que

λ
−→
u +µ

−→
v +γ

−→
w =−→

0 .

Dans le cas contraire, ils sont dits linéaire-

ment indépendants.

◮ Lorsque −→u , −→v , −→w sont linéairement dé-

pendants, on dit que la famille
(−→u ,−→v ,−→w

)

est liée; sinon on dit qu’elle est libre.

Théorème 3

Soient
−→
u ,

−→
v ,

−→
w trois vecteurs de l’espace. Il y a équivalence entre les trois propositions ci-

dessous :

— −→u , −→v , −→w sont coplanaires ;

— la famille
(−→

u ,
−→
v ,

−→
w

)
est liée;

— det
(−→u ,−→v ,−→w

)
= 0.

Exemple 8

On reprend encore une fois le plan P des

exemples 4 et 6, dont la représentation paramé-

trique est





x = 2+3t

y = 1−2t +2t ′

z = t − t ′
, t ∈R t ′ ∈R,

qui passe par A(2;1;0) et qui est dirigé par les

vecteurs
−→
u




3

−2

1


 et

−→
v




0

2

−1


 .

On cherche l’équation cartésienne de P (on l’a

déjà obtenue dans l’exemple 6, mais on pro-

pose ici une nouvelle méthode).

Pour tout point M(x; y ; z) de l’espace, on a les

équivalences :

M ∈P ⇐⇒
(−→u , −→v ,

−−→
AM coplanaires

)

⇐⇒ det
(−→

u ,
−→
v ,

−−→
AM

)
= 0

⇐⇒

∣∣∣∣∣∣

3 0 x −2

−2 2 y −1

1 −1 z

∣∣∣∣∣∣
= 0

⇐⇒ (x −2)×
∣∣∣∣
−2 2

1 −1

∣∣∣∣− (y −1)×
∣∣∣∣
3 0

1 −1

∣∣∣∣

+ z ×
∣∣∣∣

3 0

−2 2

∣∣∣∣= 0

⇐⇒ (x −2)×0− (y −1)× (−3)+ z ×6= 0

⇐⇒ 3y −3+6z = 0

⇐⇒ y +2z −1= 0.

On retrouve bien l’équation du plan P déjà ob-

tenue dans l’exemple 6.

Exercices

Exercices 25 à 27
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V. Exercices
Exercice 1.
ABC DEFG H est un cube. On se place dans le re-

père
(

A,
−→
AB ,

−−→
AD ,

−→
AE

)
.

1. Faire une figure et placer les points I (0;0;0,75)

et J(1;1;0,25).

2. Prouver que B J H I est un parallélogramme.

Est-ce un losange?

Exercice 2.
ABC DEFG H est un cube. On note J et K les mi-

lieux respectifs de [BC ] et [C D] .

1. Faire une figure.

2. On travaille dans le repère
(

A,
−→
AB ,

−−→
AD ,

−→
AE

)
. Dé-

terminer dans ce repère les coordonnées de

tous les points de la figure.

3. Prouver que les droites (F H ) et (JK ) sont paral-

lèles.

4. Expliquer brièvement pourquoi les droites (F J)

et (HK ) sont sécantes. Construire leur point

d’intersection sur la figure.

Exercice 3.
ABC D est un tétraèdre. M est un point de l’arête

[AD] et N de l’arête [BD] . Les droites (M N ) et (AB )

ne sont pas parallèles.

b

A

b B

b C

b
D

b

M

bN

Reproduire la figure et construire sans justification

la droite d’intersection des plans (ABC ) et (M NC ).

Exercice 4.
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé

de centre O, on considère les points A(4;0;0),

B (0;3;0), C (0;0;4) et D(4;3;0).

1. Faire une figure et construire la pyramide

OADBC . Calculer son volume.

2. Prouver que le point M de coordonnées(
8

3
;2;

4

3

)
appartient au segment [C D] et préci-

ser sa position sur ce segment.

3. M se projette orthogonalement en P sur le plan

(OAB ) et P se projette orthogonalement en H

sur la droite (OA).

Compléter la figure et donner sans justification

les coordonnées des points P et H .

Exercice 5.

1. Donner l’équation de la sphère S de centre O

de rayon 2.

2. Déterminer l’intersection de S avec :

• le plan P0 d’équation z = 0 ;

• le plan P1 d’équation z = 1 ;

• le plan P2 d’équation z = 2 ;

• le plan P3 d’équation z = 3.

Exercice 6 (|).
ABC DEFG H est un cube, I est le milieu de [EF ], J

le milieu de [AB ] et K le milieu de [BC ] .

1. Faire une figure.

2. Démontrer que les droites (AK ) et (DI ) sont or-

thogonales.

3. Calculer une mesure à 1◦ près de l’angle D̂ I J .

Exercice 7.

1. Prouver que les points A(2;4;5) et B (6;3;0)

sont situés sur une même sphère S de centre

O(0;0;0).

2. Calculer la distance géodésique entre A et B ,

c’est-à-dire la distance minimale pour aller de

A à B en restant à la surface de la sphère. Ar-

rondir à 0,01 près.
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Exercice 8.
On se donne un nouveau r.o.n.d.

(
A,−→u ,−→v ,−→w

)
.

A
−→u −→v

−→w

Prouver que pour tout vecteur −→a :

−→a =
(−→a ·−→u

)−→u +
(−→a ·−→v

)−→v +
(−→a ·−→w

)−→w .

Exercice 9 (|).

1. On considère les points A(2;−1;4) et B (1;3;4).

a. Donner une représentation paramétrique

de la droite (AB ).

b. Le point K (0;7;4) appartient-il à (AB ) ?

2. Donner une représentation paramétrique de

la droite (D) passant C (2;−1;0) et dirigée par

−→u




2

−8

0


 .

3. Les droites (D) et (AB ) sont-elles parallèles?

Sont-elles orthogonales?

Exercice 10 (|).
Soit P le plan de représentation paramétrique





x = t −2t ′+1

y = t −3t ′+2

z =−t +4

, t ∈R t ′ ∈R.

1. Le point A(4;5;3) appartient-il au plan P ?

2. Donner une représentation paramétrique du

plan P ′ parallèle à P et passant par le point

B (3;0;1).

3. Soient C (2;1;1) et D(0;−2;1). Prouver que le

plan P est parallèle à la droite (C D).

Exercice 11 (|).
Soient A(2;1;−1), B (0;2;3), C (1;−1;0) et le vecteur

−→n




9

−2

5


 .

1. Prouver que A, B , C déterminent un plan, puis

que le vecteur
−→
n est orthogonal à ce plan.

2. En déduire l’équation cartésienne du plan

(ABC ).

Exercice 12 (|).
Soient A(2;−1;3) et B (2;5;0). Déterminer l’équa-

tion du plan P orthogonal au segment [AB ] et pas-

sant par son milieu (ce plan est appelé plan média-

teur de [AB ]).

Exercice 13 (|).
Soient D et D ′ les droites de représentations para-

métriques respectives





x = t +1

y = 2t −1

z = 3t +2

,





x = t +1

y = t +3

z =−t +4

.

1. Les droites D et D ′ sont-elles parallèles, ortho-

gonales ou ni l’un ni l’autre?

2. Prouver que le plan P : x + y − z +2= 0 contient

la droite D et est orthogonal à la droite D ′.

Exercice 14 (|).
Déterminer une représentation paramétrique du

plan P : 3x −2y + z −4 = 0.

Exercice 15 (|).
Soient P : −3x + y +2z −10 = 0 et A(2;0;1). Le pro-

jeté orthogonal de A sur le plan P est le point H de

P tel que (AH )⊥ P.

1. Déterminer une représentation paramétrique

de la droite (AH ).

2. En déduire les coordonnées de H et la distance

du point A au plan P.

Exercice 16 (|).
Soient A(1;2;3), B (0;1;4), C (−1;−3;2), D(4;−2;5).

1. Démontrer que les points A, B , C ne sont pas

alignés et déterminer une équation du plan

(ABC ).

2. Déterminer une représentation paramétrique

de la perpendiculaire ∆ au plan (ABC ) passant

par D.

3. En déduire les coordonnées du projeté ortho-

gonal E de D sur le plan (ABC ), puis la distance

du point D au plan (ABC ).
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Exercice 17 (|).
On reprend l’énoncé de l’exercice 10. Déterminer

une représentation paramétrique de la droite D,

orthogonale à P et passant par K (0;0;0).

Exercice 18 (| !).

1. Déterminer la représentation paramétrique de

∆, droite d’intersection des plans P : x − 2y +
3z = 0 et P ′ : 2x +3y − z = 0.

2. Déterminer l’équation du plan Q orthogonal à

∆ et passant par A(0;0;1).

3. En déduire les coordonnées du projeté ortho-

gonal H de A sur la droite ∆ (cela signifie que H

est le point de ∆ tel que (AH ) ⊥∆).

Exercice 19 (|).
On dit que deux plans sont orthogonaux si un vec-

teur normal à l’un est normal à l’autre.

Soient P : x + 2y − z + 1 = 0, P ′ : −x + y + z = 0 et

A(0;1;1).

1. Prouver que P et P ′ sont orthogonaux.

2. Soit d la droite de représentation paramétrique





x =−1
3
+ t

y =−1
3

z = t

, t ∈R.

Démontrer que P et P ′ se coupent suivant la

droite d .

3. Déterminer les coordonnées du projeté ortho-

gonal H de A sur le plan P.

On pourra admettre que K
(

2
3 ; 1

3 ; 1
3

)
est le projeté

orthogonal de A sur le plan P ′

4. Calculer la distance du point A à la droite d .

Exercice 20.

Soient
−→
u




1p
2

− 1p
2

0


 et

−→
v




1p
3

1p
3

1p
3


 . Déterminer les coor-

données du vecteur
−→
w tel que

(
O,

−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
soit un

r.o.n.d.

Exercice 21.
On travaille dans le r.o.n.d. habituel

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
.

Déterminer
−→
i ∧

−→
j ,

−→
i ∧

(
2
−→
j
)

,
−→
i ∧

(
3
−→
i

)
et

−→
i ∧(

3
−→
i +2

−→
j
)

.

Exercice 22 (|).
Calculer les déterminants :

∣∣∣∣∣∣

3 0 1

2 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

2 2 1

0 4 3

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 23 (|).
Calculer le volume du tétraèdre ABC D, où

A(1;0;0), B (2;3;0), C (0;0;2) et D(0;3;1).

Exercice 24 (|).

On travaille dans le r.o.n.d. habituel
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
.

1. Calculer det
(−→

i ,
−→
j ,

−→
k

)
en utilisant la définition

du déterminant. Interpréter en termes de vo-

lume.

2. Calculer det
(−→

i ,
−→
j ,

−→
j
)

en utilisant la définition

du déterminant. Interpréter en termes de vo-

lume.

3. Calculer det
(−→

i ,
−→
j ,2

−→
k +3

−→
j
)

en utilisant la dé-

finition du déterminant. Retrouver le résultat

grâce à la proposition 11.

Exercice 25 (|).
On reprend l’énoncé de l’exercice 11. Déterminant

l’équation du plan (ABC ) en utilisant le détermi-

nant.

Exercice 26 (|).
On reprend l’énoncé de l’exercice 16. Déterminant

l’équation du plan (ABC ) en utilisant le détermi-

nant.

Exercice 27 (|).

Prouver que les vecteurs −→u




2

−1

3


 , −→v



−1

4

−5


 , −→w




3

2

1




sont coplanaires.
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