Chapitre 5 : Equations différentielles

linéaires

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de
R. On s'intéresse a des équations différentielles
d'inconnue y : I — R, c’est-a-dire a des équa-
tions dont I'inconnue est la fonction y, et dans
lesquelles apparaissent la dérivée (et éventuel-
lement la dérivée seconde) de y.

La connaissance des primitives permet de ré-
soudre les équations différentielles les plus ba-
siques :

Exemple 1

Les solutions y : R — R de I'équation diffé-
rentielle y'(x) = 2x + 5 sont les fonctions de
la forme y(x) = x* +5x+ C, ou C est une
constante.

Remarques.

Pour alléger 'écriture, on omet parfois la
variable x quand on écrit une équation dif-
férentielle. 11 faut avoir en téte que, par
exemple, y' — 3y = 2 signifie rigoureuse-
ment

Vxel, y'(x)-3yx) =2,

On fera aussi 'abus qui consiste a écrire
yx)=---,plutotque y: I - R, x—---
dy dy
En physique, t fois — ou —
n physique, on note parfois = ou —= au
lieude y'.

'ﬁ' Exercices

I Exercices 1 et 2

. EDL d’ordre 1 a coefficients constants

membre de |'équation.

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différentielles

(B) : y'+ay=h,
ouacRetb:I— Restune fonction continue (éventuellement constante), appelée second
On appelle équation homogene associée a (E) I’équation sans 2" membre

(H) : y+ay=0.




Théoreme 1 (Résolution de (H))

Soit a € R. Les solutions y: I — R de I'équation différentielle
(H) : y+ay=0

sont les fonctions de la forme
y(x) =Ce %,

avec CeR.

Remarque (sur la démonstration du théoréme).
Il est facile de vérifier qu'une fonction de la forme y(x) = Ce™“* est bien solution de E :

y'+ay=C(—ae”*)+a(Ce ™) =—-aCe ™ +aCe " =0.

On démontre en exercice qu'’il n’existe pas d’autre solution.

Exemple 2

Onrésout sur I = R1’équation différentielle

y +2y=0.

D’aprés le théoréme 1, les solutions sont de la forme y(x) = Ce %, avec C € R.

On se tourne a présent vers les situations ol1 b n’est plus constante.

Théoréme 2 (Résolution de (E) — principe de superposition)‘

Soient a € R, b: I — R continue. Les solutions y : I — R de I'’équation différentielle
(B): y+ay=b

sont les fonctions de la forme
y(x) =Ce™ ™ + yp(x),

ol yp est une solution particuliére de (E).

A retenir
Autrement dit, les solutions de (E) sont de la forme

solution générale de (H) + solution particuliere de (E).



Exemple 3

Soit (E) : y' +2y = 2x?, arésoudre sur I = R. Léquation homogene associée est (H) : ' +2y =0.

1
e Lafonction yp(x) = x* —x + 3 est une solution particuliere de (E), puisque
/ 2 1 2 2
Ypt2yp=2x—-1+2|x —x+5 =2x-1+2x"-2x+1=2x".

e D’apres le théoréme 2, les solutions y : R — R de (E) sont les fonctions de la forme

1
y(x)=Ce > +x* —x + >

avec CeR.

B Soient x € I et yy € R. On appelle probléme de Cauchy associé a une I’équation différentielle
o (E) le fait de chercher les solutions de (E) vérifiant de plus y (x9) = yo (on parle de condition
@) initiale).

Exemple 4

On revient sur 'exemple 3. On cherche la(les) solutions de (E) : y' +2y = 2x? vérifiant y(0) = 1.

1
On sait que la solution générale est de la forme y(x) = Ce ™" + x* — x + 5 avec C €R. On ales
équivalences :
—2x0 | 2 1 1 1
y(0)=1 < Ce +0 —0+§:1<:>C+5:1(:>c:5.

1 1
Conclusion : 'unique solution de (E) vérifiant y(0) = 1, est la fonction y(x) = Ee‘zx +x%—x+ X

On dit qu’il y a unicité du probleme de Cauchy.

L'unicité du probléme de Cauchy est un fait général :

Théoreme 3 (unicité de Cauchy)

Soienta€R, b: I — R continue, x € I et yp € R. Il existe une unique solution y: I — R de
(BE): Y +ay=b

vérifiant la condition initiale y (x¢) = yp.

' $ ' Exercices

| Exercices 3 a 6

Pour conclure cette section, on s’intéresse a des 2"4 membres de types particuliers. On donne deux
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exemples et la forme générale des solutions.

Exemple 5

2, la solution générale de (E) est de la forme

avec CeR.

Exemple 6

On cherche une solution particuliere sous la
forme

yp(x) = axe %,

On calcule d’abord la dérivée de yp avec la for-
mule (uv) = u'v+uv', ou

ulx) =ax , v(x) =e %
u(x)=a ) v (x) = —2e7 %%,
On obtient :

Vp(x) =t (%) x v(x) + u(x) x v'(x)

=axe *+(ax) x (-2e>¥)

=ae > —2axe™*

=(=2ax+a)e .

Onrésout sur I = RI'équation différentielle (E) :

Onrésout sur I = RI'équation différentielle (E) :

y +2y=10.

Une solution particuliére est yp(x) = 5, puisque y,+2yp = 0+2x5 = 10. Donc d’apreés le théoréme

y(x) = Ce ¥ 45,

y' +2y=3e72*,

On peut des lors écrire les équivalences :

yp solution de (E) < yp+2yp =3e >

—-2X X

— (-2ax+a)e > +2axe > =3e7?

— (=2ax+a+2ax)e ¥ =3¢

— qe ¥ =3¢

— a=3 (car e 2 #0).

Conclusion : une solution particuliére de (E) est
yp(x) = 3xe~2*; donc d’apres le théoréme 2, les
solutions de (E) sont les fonctions de la forme

y(x) = Ce > +yp(x) = Ce **+3xe " = Bx+C)e .

Lorsqu’on cherche une solution particuliére yp de I’équation différentielle (E) : y'+ay = b, les
candidates sont d'un type différent suivant la fonction b. Le tableau ci-dessous recense toutes les

situations a connaitre.

b(x)

yp(X)

constante

constante

AeM (A # —a)

a e/lx

Ae—ax

axe 4*

Acos(wx) + Bsin(wx)

acos(wx) + Bsin(wx)

' g ! Exercices

| Exercices 7 et 8



Il. EDL d’ordre 2 a coefficients constants

EDL d’ordre 2 : 1a situation

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différentielles
(E): y"+ay +by=f,

ouacR, beRet f:I— Restune fonction continue (éventuellement constante), appelée
second membre de I'équation.

On appelle équation homogene associée a (E) I’équation sans 2" membre

(H) : y"+ay +by=0.

Il y a un lien entre la recherche des solutions et les équations du 2" degré :

Léquation caractéristique associée a I'équation différentielle (E) : y"+ay + by = f est
I’équation (d'inconnue r € C) :

Déf. 2

(Ec) : r’+ar+b=0.

Théoreme 4 (Résolution de (H))

Soient a € R, b € R. On considére I’équation différentielle
(H) : y"+ay +by=0.

On note (E¢) I'équation caractéristique r> + ar + b = 0. On distingue trois cas :

— Si (Ec) adeux solutions réelles ry, 7, les solutions y: I — R de (H) sont les fonctions de
la forme
y(x) = Ae"* + Be"?¥,
avec AeR, BeER.

— Si (E¢) aune seule solution réelle ry, les solutions y: I — R de (H) sont les fonctions de
la forme
y(x) = (Ax + B)e™*,

avec AeR, BeER.

— Si (E¢) a deux solutions complexes non réelles r; = a +if, r» =] = a —ip, les solutions
y:I— Rde (H) sont les fonctions de la forme

y(x) = e**(Acos(Bx) + Bsin(fx)),

avec AeR, BeER.



Exemple 7

Onrésout sur I = R1’équation différentielle
(H) : y"+2y+10=0.

Léquation caractéristique est (Ec) : r?+2r+10=0.
e a=1, b=2,c=10.
e A=Db*-4dac=2?>-4x1x10=-36.

e A<0,doncilyadeuxsolutionsdans C :

-b+ivVIAl —-2+iV]|-36] -2+6i 143
= = = = — 1’
2a 2x1 2

2 :r_1:—1—3i.

n

Conclusion : d’apres le théoréme 4, les solutions de (H) sont les fonctions de la forme

y(x) = e " (Acos(3x) + Bsin(3x)),

avec AeR, BeER.

' $ ' Exercices

I Exercices 9 et 10

On a un principe de superposition et un théoréme d'unicité de Cauchy pour les EDL d’ordre 2
analogues a ceux que ’on avait pour les EDL d’ordre 1.

Théoreme 5 (Résolution de (E) — principe de superposition)‘

SoientaeR, beRet f: I — R continue. Les solutions y: I — R de ’équation différentielle
(E) : y"+ay' +by=f

sont les fonctions de la forme
y(x) =yux)+yp(x),

ol yy estla solution générale de (H) : y"+ay’ + by =0 et yp une solution particuliére de (E).

Théoréeme 6 (unicité de Cauchy)

Soient a e R, b € R, f: I — R continue et soient xy € I, yp € R, y(’) € R. 1l existe une unique
solution y: I — R de
(E): y"+ay +by=f

vérifiant les conditions initiales

¥ (Xo) = Yo
¥ (x0) = ¥,



Exemple 8

Onrésout sur I = R1’équation différentielle

X

(B) : y'+2y +10y=¢"".

* Onadéjarésolul’équation homogene asso- donc
ciée (H) : y"+2y'+10y = 0 dans I'’exemple
. 1! / -
7 : les solutions sont les fonctions de la yp solution de (E) < yp+2yp+10yp=e""
forme — ae " +2(-ae”*)+10aeF =e7*
< 9ae *=e*

yu(x) =e ¥ (Acos(3x) + Bsin(3x)), 1
= a:§ (care™ ™ #0).

avec AeR, BeR.
Conclusion : une solution particuliére de (E)

e On cherche a présent une solution particu- 1
—_ —X
liere de (E) sous la forme est yp(x) = g®
e D’apres le théoréme 5, les solutions de (E)
—X
yp(x) =ae . sont les fonctions de la forme
1
Ona y(x) =e " (Acos(3x) + Bsin(3x)) + §e_x,
yp(x) = —ae™", yp(x) = ae™%, avec AcR, BeR.
Exercices

I Exercices 11 a 14

lll. Cas des solutions a valeurs complexes

On étend les résultats des sections précédentes aux solutions y : I — C. On énonce les résultats
principaux dans quatre théoremes :

Théoreme 7 (EDL1 homogeéne)

Soit a € R. Les solutions y: I — C de I'’équation différentielle
(H) : y+ay=0

sont les fonctions de la forme
y(x) = Ce ™,

avec CeC.



Théoreme 8 (EDL1 avec 2" membre)

Soienta €R, b: I — C continue. Les solutions y : I — C de I'’équation différentielle
(BE): y'+ay=b

sont les fonctions de la forme
y(x) =Ce™ " + yp(x),

ou C € C et yp est une solution particuliere de (E).

On notera que la seule différence par rapport a la situation ot on cherchait les solutions a valeur
dans R, c’est que la constante C est un nombre complexe. Dans le cas des équations linéaires
d’ordre 2 en revanche, il y a une vraie différence lorsqu’on cherche les solutions a valeurs dans C :

Théoreme 9 (EDL2 homogeéne)

Soient a € R, b € R. On considere I'équation différentielle
(H) : y"+ay +by=0.

On note (Ec) I'équation caractéristique 12 + ar + b = 0. On distingue deux cas :

— Si (E¢) a deux solutions distinctes 1y, 12, les solutions y: I — C de (H) sont les fonctions
de la forme
y(x) = Ae"* + Be"?¥,

avec AeC, BeC.

— Si (E¢) a une solution «double» ry, les solutions y: I — C de (H) sont les fonctions de
la forme
y(x) = (Ax + B)e™*,

avec AeC, BeC.

Exemple 9

On cherche les solutions y : R — C de I'équation différentielle
(H):y"-2y'+5=0.
Léquation caractéristique est (Ec) : r*> —2r +5 =0, dont les racines sont (je ne détaille pas) :
z21=1+42i, zp=2; =1-2i
D’apres le théoreme 9, les solutions de (H) sont les fonctions de la forme
P(x) = AeH2DT 4 pell-2Dx _ o (Ae21x +Be—21x)’

avec AeC, BeC.

En écrivant A= a+ib, B=a' +ib’, on peut réécrire les solutions sous la forme

fonction a valeur réelle + fonction a valeur imaginaire pure,

et faire le lien avec le théoreme 4.



Théoreme 10 (EDL2 avec 2" membre)

sont les fonctions de la forme

IV. Exercices

Exercice 1.

1. Vérifier que la fonction y(x) = x—1 est solution
sur I =R del'équation différentielle

(E) : y'(x) +y(x) = x.

2. Vérifier que la fonction y(x) = e 2% est solution
sur I =R de I'équation différentielle

(B) : ¥y'(x) -3y (x)-10y(x) = 0.

Exercice 2.

1. Résoudre sur I = R I'équation différentielle
y'(t) =cost+sint.

2. Déterminer l'unique solution sur I = R de
I'équation différentielle

J/”(t) = _2»
vérifiant les conditions initiales y(0) = 2, y'(0) =

1.

Exercice 3 (I).

1. Résoudre sur I = R1'équation différentielle

(E)  y +3y=0.

2. Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 4.

Exercice 4 (I).

1. Résoudre sur I = R1'équation différentielle
(E) y =5y =0.

2. Déterminer la solution de (E) vérifiant y(1) =
10.

Soienta€eR, beRet f: I — C continue. Les solutions y : I — C de I'’équation différentielle

(E): y"+ay +by=f

y(x) = yg(x) +yp(x),

ou yy estla solution générale de (H) : y” +ay’'+ by =0 et yp une solution particuliere de (E).

Exercice 5 (I).
On considere I'équation différentielle

(B):y+y=-x*+x

définie sur I = R.

1. Déterminer une solution particuliere yp de (E)
qui soit une fonction du second degré.

2. Résoudre (E).

3. Déterminer la solution de (E) vérifiant y(1) = 0.

Exercice 6 ().

Un corps de masse m est laché en chute libre sans
vitesse initiale. Pour ¢ = 0, sa vitesse v est solution
de I’équation différentielle

k
(E) : y'(t)+ay(t)=g,

ou k est le coefficient de frottement et g 'accéléra-
tion de la pesanteur.

1. Déterminer une solution constante de (E).
2. Résoudre (E).

3. Dresser le tableau de variations de v, en préci-
sant sa limite en +oo.

4. Tracer I'allure du graphe de v.

Exercice 7 (IX).

Résoudre sur I = R les équations différentielles :
1. y'+3y=¢e?*

2. y+y=4e™".

3. y'—y=3cos(2x).
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Exercice 8 (©— démonstration du cours).
Cet exercice est consacré a la partie « analyse » de
la démonstration du théoréme 1.

Soit a € R et soit y une solution sur I =R de I'équa-
tion différentielle

(BE) : y'(x)+ay(x)=0.

On pose z(x) = y(x)e** pour x e R.

1. Prouver que la dérivée de z est nulle. Que peut-
on en déduire pour z ?

2. Démontrer qu’il existe un réel C tel que y(x) =
Ce 4%,

Exercice 9 (I).

1. Résoudre sur I = Rles équations différentielles:
a. y'-5y'+6y=0.
b. y'-2y'+y=0.
c. y'+2y+2=0.

2. Dans 1.b, déterminer 'unique solution véri-
fiant les conditions initiales y(1) =0, y'(1) = 2.

Exercice 10 (I).

Une masse m est posée sur un plan horizontal et
accrochée a un ressort. On écarte la masse vers la
droite (en étirant le ressort), puis on la lache. Celle-
ci va alors se mettre a osciller.

On admet que la position x(t) du ressort a I'instant
t vérifie I'équation différentielle

(E) : X"(t) +w’x(t) =0,

ouw =/ %, le nombre k étant une constante stric-
tement positive appelée constante de raideur du
ressort.

1. Résoudre (E).

2. Sachant qu’'on lache la masse a I'abscisse x =1
et sans vitesse initiale a I'instant ¢ = 0, détermi-
ner une formule pour x(?).

3. Quelle est la période d’oscillation du systéme
masse-ressort?

Exercice 11 (IX).

1. Résoudre sur I = R1'équation différentielle
(B) : y'-5y +4y=1.

2. Déterminer 'unique solution de (E) vérifiant
les conditions initiales y(0) =1, y'(0) = 0.

Exercice 12 ().

Résoudre sur I = R les équations différentielles :

1. y'+2y'-3y=8e73",
Indication : Chercher une solution particuliére
sous la forme yp(x) = axe 3*,

2. y'—4y' +5y=sinux.
Indication : Chercher une solution particuliére
sous la forme yp(x) = @ cos x + Bsin x.

Exercice 13 (IX).

1. Résoudre sur I = R1'équation différentielle
(E) : y"(t) =-9y(t) +9.

2. Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 3,
y'(0) = 6v/3.

3. Tracer I'allure du graphe de la solution.

Exercice 14 ().
La tension u du condensateur d'un circuit RLC en
série est une fonction du temps vérifiant

d?u

LC—+RC%

+u=E,
d? dt

aveCR=10Q, L=6,25x 1072 H,C=5x107° F et
E=12V.

R

Exprimer u(¢) en fonction de ¢.
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