Chapitre 4 : Nombres complexes

. Nombres complexes et plan complexe

On peut construire un sur-ensemble de R, ou a et b sont deux réels. Cette écriture
noté C, dont les éléments sont appelés s’appelle écriture sous forme algébrique
nombres complexes (ou imaginaires), possé- (ou cartésienne).

dant les propriétés suivantes :

» C est muni d'une addition, d’'une sous-
traction, d’'une multiplication et d'une di-
vision qui prolongent celles de R (mémes
regles de calcul).

» VzeC,VZ eC :

(zx2'=0) < (z=00uz' =0).

Définition 1

» C contient un élément i tel que i? = —1.
Remarque.

y 2 .
> T01.1t nombre complexe s'écrit de facon |\ nicité de I'écriture signifie que
unique sous la forme

z=a+ib, (d+ib:a,+ib’)(:)(a:a’etb:b’)_

Exemples 1

1. z=3+2i, z=1-i=1+(-1i, z2=3=3+0i, z=-5i=0+(-H)i

2. z=2i(1-3i)=2i—-6x i> =6+2i.
=-1

On a trois nouvelles identités remarquables :

Proposition 1

Pour tousréels a, b :

1. (a+ib)? = a* - b +2abi. 2. (a—ib)® = a® — b* - 2abi. 3. (a+ib)(a—ib) = a® + b>.

Démonstration

e (a+ib)?=a*+2x axib+ (ib)? = a® + 2abi + b*i? = a® — b + 2abi.
e (a-ib)?=a*-2x axib+ (ib)? = a® — 2abi + b?i? = a* — b*> - 2abi.

e (a+ib) (a—ib) = a® - (ib)® = a® —i%b? = a® + b?.
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Exemple 2

On écrit z =

3-1

sous forme algébrique. Pour cela, on multiplie le numérateur et le dénomina-

i
teur par le conjugué du dénominateur et on utilise la 3¢ identité remarquable :

Définition 2

Déf. 3

Définition 4

3-i  (B-D@+4) 6+12i-2i-4xi® 6+12i-2i+4 10+10i 1 1

2-4i  (2-4i)@2+4i) 22 4 42

Soitz=a+ib,aveca€eR, beR.

» Le nombre a est appelé partie réelle de
z et noté Re(z).

» Le nombre b est appelé partie imagi-
naire de z et noté Im(z).

Un nombre complexe est dit imaginaire
pur si sa partie réelle est nulle, c’est-a-dire
s’il est de la forme z = ib, avec b € R.

Le plan est muni d'un repere orthonormé
(0,4, 7). A tout nombre complexe z =
a+1ib, on associe le point M de coordon-
nées (a; b). On dit alors que M a pour affixe
zpm = a+ib.

On identifie ainsi 'ensemble des nombres
complexes aux points du plan (qualifié des
lors de « plan complexe »).

=l

Proposition 3

—+—i.
20 20 2 2

Soient a € R, b € R. Le conjugué de z =
a+ibestz=a-ib.
Les points M d’affixe z et M’ d’affixe z sont

symétriques par rapport a 'axe des abs-
cisses.

T}
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e
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Exemple 3

On place le point M d’affixe z = 4 + 2i, et le
point M’ d’affixe z = 4 — 2i.

| | | M
————————— 2-- fllflr{ll}.l‘:»lli LEX LR l{lr——f—————:
o P
R
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N )3 i : »
1 v 1 1 1 1 d
-1 1 2 3 4 :
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:
,,,,,,,, T ".;MLHV,
,,,,,,,, o R

La 3¢ identité remarquable se réécrit :

Proposition 2

Pour tout nombre complexe z = a+ib :

zxZ=a’+b°.

Pour tous complexes z, Z/, pour tout entiern=>1 :

1. z+2 =Z+72.

2. zx7 =Zx7. 3. z"=(z)"



'g ' Exercices

I Exercices 1 a4

Soit z = a+ib un nombre complexe, et soit A

= M le point du plan complexe d’affixe z.
_5 » Lemodulede z, noté |z|, est définie par b M
[l -0 Ns U  pessssssssssssssEsEsEEsEsEEEEEEns
E |z] = OM.
f'g » Si z # 0, 'argument de z, noté arg(z), 2

L . —_ r=\2

est défini par arg(z) = ( u, OM) . A
v 0 = arg(z)
> >

Remarque. ol u a
L'argument de z est défini «a 2km pres ».

Lunique valeur dans I'intervalle | —m; 7] est ap-
pelée valeur principale de I’argument.

Proposition 4

Soit z = a+ib. On pose r = |z| et 0 = arg(z). Alors :

a
1. r=va?+b2. 2. cosf =—. 3. sinH:B.
r r
Remarques.

* Laformule r = Va? + b? est la formule du cours de 29¢ pour la longueur d’'un segment (ou, si

I'on veut, une conséquence du théoréme de Pythagore). Les formules cos6 = ? et sinf = m
découlent directement de la définition du cos et du sin d'un nombre réel.

e D’apres la proposition 2, z x z = a? + b® = |z|°.

e Sia= a+0iest un nombre réel, son module est |a| = Va2 +02 = vVa2. En se souvenant que
Va2 estla valeur absolue de a, on obtient :

module — |a| = |a| — valeur absolue.

Heureusement, les notations sont cohérentes!

Exemple 4

On note r le module et 6 'argument principal de 2 — 2i.

. r:\/22+(—2)2:\/§:\/4><2:2\/§.
a 2 2xV/2 _2\/5 _Q

cosf =—= =
. roo2v2 2v2xy2 4 2 —g=_"
. b -2 V2 4
sin@=—=—— =——
roo2V2 2



Exemple 5

On note r le module et § 'argument principal de v/3 +1i.

o r=\V3+12=y4=2.

cosfO =

"ot

6

sinf =

l\JI»—‘|
I

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

On place dans le plan complexe les points A et B d’affixes z4 = 2 — 2i, zg = v/3 +i. Pour placer
le point B, on trace un cercle de centre O de rayon 2 et on se place a 'ordonnée 1, c6té droit du
repere.

Exercices
I Exercice 5

—_—
L affixe d'un vecteur AB est Z7% = ZB — ZA-

Déf. 7

Proposition 5

1. Laffixe du milieu I d'un segment [AB] est s’ils ont la méme affixe.
ZAt+ 2B
A= T, 4. SikeRetsi u et v sont deux vecteurs :
2. La longueur du segment [AB] est AB =
° zZ— o =z=+2+
|z — z4]. u+v u v
3. Deux vecteurs sont égaux si, et seulement ° zZpp =kxzy.



Exemple 6

Soient A d’affixe z4 =2 —3i, Bd'affixe zg =5+i. o AB a pour affixe
S N A S AR E—

zp—z24=(0B+1)—-(2-31)) =5+i-2+3i =3 +4i.

* Lemilieu I du segment [AB] a pour affixe

zZa+zp 2-3i+5+1 7
Z[ = = =——1
2 2 2

* Lalongueur du segment [AB] est

AB =|zg—za|l =|3+4i| = V3%2+42=v25=5.

Remarque. Ilyabien str un lien avec les formules du cours de 29 :

_’(XB_XA) I(XA+XB,J’A+J’B)

AB : AB = — x4)? AR
VB —Va > > \/(XB x2)?*+ (B —ya)

'g ' Exercices

| Exercices 6 et 7

Proposition 6 (inégalité triangulaire)

Pour tous complexes z, z' :

|z+2'| <zl +]|2/].

Démonstration

Soit M le point d’affixe z, M’ le point d’affixe rieure a la longueur du chemin violet (poin-
z+z'.0Onadonc tillés).
/ / !
|2'| =|(z+2)— 2| = MM A M+ 2)
Onaégalement |z| = [z—0| = OM et |z + Z/| = o
|(z+2') —0| = OM', donc I'inégalité triangu-
laire se réécrit

OM' <OM+ MM'.

Cette inégalité est bien sir vraie, car le che-
min le plus court pour aller de O a M’ est la
ligne de droite : sur la figure ci-contre la lon-
gueur du chemin rouge (trait plein) est infé-




Il. Ecriture sous forme exponentielle
A

» Pour tout 8 € R, on pose

e = cosf +isinb. )
sinf

Le point M daffixe z = e est le
point du cercle trigonométrique tel que

(7[,0774) = 0.

» U désigne l'ensemble des nombres
complexes de module 1, donc l'en-
semble des el?, avec 6 € R.

Définition 8

Exemples 7

o T, W V3
1. e!3 =cos—+isin—=—+i—.
3 2 2
2. e =cosm+isinT=-1+ix0=—1.
iz /A . . /3 .
3. e2 = cos(—§)+1sm(—5) =0+ix(-1) =

-1

Proposition 7

Soient 01, 0, deux réels. On a I’équivalence :

(eig1 = eiGZ) «— (JkeZ, 6,=0;+2kn).

Proposition 8

1. Pour tous réels 07, 05 : elf1 x eif2 = gi@1+62)

2. Pour tout réel 6, pour tout entier n =1 : (el?)” = e,

Démonstration

On démontre le point 1. On développe :

e x €92 = (cosh; +isinb) (cos; +isinb,)
= cos0; cosO, +icosO;sinh, +isinf; cosO> —sinH; sinO-
= (cos B cosB, —sinb; sinfy) +i(cosf; sinb, + sinf; cosHy).

Donc d’apres les formules d’addition :

%1 x €12 = cos (0 +0,) +isin (0 +65) = @102,



Démonstration — Suite

On en déduit le point 2 :
n fois
(elﬁ) :elHX---Xelgzel(0+ +9):e1n9'
n fois

Le deuxiéme point de la proposition précédente s’appelle formule de Moivre :

Proposition 9 (formule de Moivre)

Pour tout 6 € R, pour tout n € N* :

(cosO +isinB)" = cos(nB) +isin (nh).

Proposition 10 (formules d’Euler)

Pour toutf R :

0, —if 0 —if
e’ +e .
1. cos@=——. 2. sinf=——
2 21

Démonstration

On utilise les formules cos(—8) = cosf et sin(—0) = —sin0 :

elf 4+ ¢710 3 (cosO +isinf) + (cos(—0) +isin(—0)) B cos0 +isir + cosO —isirtd 3 2cos0

=cos6

2 2 2
el —e ¥ (cosf +isin0) — (cos(—0) +isin(—0)) cesf+isind —coes+isinf _2isinf _ i
2 2 B 2i o2 '

Exemple 8 (linéarisation)

3

On détermine une primitive de x — cos” x.

Soit x € R. On utilise la formule (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b® et la formule d’Euler pour «linéa-
riser» :

2 3

cos® 1  (cos)’ - (eix " e—ix)3 _ (eix)3 +3 (eix)2 e 1% 4 3eix (e—ix) n (e—ix)
2 8
~ ei3x _|_3e12x % e—ix _|_3eix x e—in + e—i3x B ei3x _|_3eix _|_3e—ix + e—3ix
B 8 - 8
1(eB*4eBx) 3 el¥te iy 1 3
=_ — = —cos(3x)+ —cosx
4 2 4 2 4 4

On en déduit qu'une primitive de x — cos®

' $ ' Exercices

I Exercices8a 12

1 3
xest x— —sin(3x) + —sin x.
12 4



Théoreme 1 (forme exponentielle) A

Tout complexe non nul z s’écrit sous la
forme z = re'?, oi1 r est le module de z et
0 son argument (unique «a 2k pres »).

Lécriture z = rel s'appelle écriture sous
forme exponentielle (ou trigonométrique).

Démonstration

. a . b
On sait (avec les notations habituelles) que si z = a +ib, alors cos0 = — et sinf = —, donc
r r
a b . . i
z=a+ib=r (— +i—) = r(cosf +isin) = re'?.
r o r

On reprend les exemples 4 et 5 :

Exemples 9

L [V3+il =Zetarg(\/§+i):%,donc V3 +i=2els.

/A v
2. [2-2i| =22 etarg(2-2i) = -7 donc 2 —2i=2v2e7'1.




Remarque.
L'unicité de I'écriture sous forme exponentielle (avec un argument défini «a 2k preés ») signifie
que

(rleie1 = rgeiez) <~ (ri=mretike”Z,0,=0,+2kn).

L'écriture sous forme exponentielle permet de démontrer la propriété ci-dessous, qui elle-méme
est utile pour résoudre des problémes de géométrie.

Proposition 11

Pour tous nombres complexes z, z’ (et si les formules ont un sens, donc sans diviser par 0, ni
prendre 'argument de 0) :

1. |z>< z'| =|z| x |z’|. 3. arg(zx z/) =arg(z) +arg(zl).
z| lzl 2

% ?‘:m 4. arg(;):arg(z)—arg(z’)_

Exemple 10

Soient z; = V2 +iv/6 et 2z = 2 + 2i. Il est facile de calculer :

A T
lzil =22l =V8 arg(z) =7, agl@ =,

<1
On pose Z = —. On a alors
22

21

_|Z1|_\/§

Tzl VB
7'[_471' 371_ T

21 T
Z)=arg| 2| = - L =2 2_7
rgl) arg(Zz) argla)—arg(z) =5~ = 10" 157 1

|Z] =

22

On en déduit
Z:1~ei% :cos(—)+isin(l). D

D’un autre cHté,

Z

_ﬂ_\/E+i\/§_(\/§+i\/6)(2—21)_2\/5—2\/§i+2\/61+2\/6_2\/§+2\/6+—2\/§i+2\/61
Tz 2421 (2+2)@2-2i) 22 422 B 8 8 ’

soit
V6+v2  V6-v2
Z = +1 .

4 4

)

En comparant (1) et (2), on obtient :

7y VB+vV3 my VBV
COS( )— 2 ’ Sll’l(lz)— 4 .

Exercices
| Exercices 13216



Pour conclure cette section, on donne une breve explication sur I’exponentielle d'un nombre com-
plexe :

Q .
Siz=a+ib, onpose e’ = e’ x ell. Exemple 11
(@]

1+im

eltim—el xelm =g x (-1) = —e.

Proposition 12

! !
Pour tous complexes z, z' : e x e* =e*"%,

(=) . , . . L. . .
=8 On dit qu'une fonction z:R — C, t— z(t) = a(t) +ib(t) est dérivable si les fonctions a et b le
vsf sont. Dans ce cas, sa dérivée est la fonction 2’ :R— C, t— z/(1) = a' (1) +ib'(1).

(@]
Proposition 13

Sigp:R— C, t— @(t) est dérivable, alorse? :R — C,  — e?® 1'est aussi, et sa dérivée est t —
! (€3]
@'(1)e??.

Exemple 12

Ladérivéede z:R— C, t— e 24 est 7/ :R— C, t— (=2 +2if) e 21+12,

lll. Equations dans C

On s'intéresse aux équations du 2" degré a coefficients dans R d’abord, puis a coefficients dans C.
On énonce d’abord sans démonstration le théoréme dans le cas ot les coefficients sont réels :

Théoreme 2 (2" degré a coefficients réels)

Soient a, b, ¢ trois nombres réels, avec a # 0. On pose A = b? — 4ac (discriminant). Les solu-
tions dans C de I'’équation az? + bz + c = 0 sont :
-b-VA -b+VA
— SiA>0:z21=—, Zp=——.
2a 2a
b
— SiA=0:zp=——.
2a
—-b—iV|A _ —b+ivVI]A
—SiA<O:z1:—||, zz:zlz—ll.
2a 2a

Remarque.
Il n'y a que dans le cas A < 0 que le fait de travailler dans C offre de « nouvelles solutions» par
rapport au cas réel.

10



Exemple 13

On résout dans C 'équation -2z +6z—5=0.
e a=-2,b=6,c=-5.
e A=Db’—4ac=6%—-4x(=2)x(=5) =—4.

e A<0,doncilyadeuxsolutionsdans C :

_ —b-iVIAl _ -6-iy[—4] —6-2i 3+i
AT T T T 2x(2 a2
3
ZQ—ZI—T.

Exercices

I Exercice 17

On se tourne a présent vers les équations a coefficients dans C.

Proposition 14

Si a€ C\ {0}, I'équation z? = a a deux solutions dans C.

Démonstration

On écrit a sous forme exponentielle : a = re'?

,avecr >0 et 0 € |-m;]. On remarque que
TAIN P
a= (\/FeIZ) , si bien que 'on a les équivalences :

2=a = z*= (ﬁeig)z — Z*- (\/Feig)z =0 = (z+\/7eig) (z—ﬁeig) =0

-0 -0 -0 -0
— (z+ Vre'z =0ouz—+re'z :0) — (z:—ﬁeli ouz= \/Feli).

;0 0 q C _nQ . 2
Il y a donc deux solutions, —y/re'z et y/re'z, qui sont bien distinctes puisque opposées et
non nulles.

L oy . 2 . 2 . Z

Dans la proposition 3, les solutions de 'équation z? = a sont appelées racines carrées de a.
N
Q

Exemple 14

Les solutions de I'équation z? = 9e'2 sont z; = 3e'1 et z, = —3e'7. Autrement dit : les racines
i i i
carrées de 9e'2 sont 3e'1 et —3e's.

Attention

Le fait que 'on s’autorise a parler de deux racines carrées n’est valable que dans C. Dans le cas
réel, c’est un abus qui n’est pas autorisé.

11



Théoreme 3 (2" degré a coefficients complexes)

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes, avec a # 0. On pose A = b® — 4ac (discriminant). Les
solutions dans C de I'équation az? + bz +c =0 sont :

-b-0 -b+6
21 = ’ 22 =
2a 2a

ou 6 est'une des racines carrées de A.

)

Si A #0, ces solutions sont distinctes.

Exemple 15

On résout 'équation z? —3z +3 —i= 0. Le discriminant est
A=b*—4ac=(-32-4x1xB—-1)=9-12+4i= -3 +4i.

On cherche une racine carrée de —3 + 4i sous la forme 6 = a +1ib.

On a nécessairement : Mais on a aussi :
6% =A 2
, [6°] = |A
6°=-3+4i 161> = | - 3 +4i

02 .
(a+ib)” = -3 +4i |a+ib|2: /(_3)2+42
a® —b* +2abi= -3 +4i )
vVat+b? =v25

a’—b*>=-3et2ab=4.
a’ + b* =5.

On obtient le systéme : On ajoute les deux 1™ lignes :

a’-b*+a*+b*=-3+5

2a° =2
2 _ 32 _
a“—b"=-3 =1
a’*+b*=5
2ab=4 Il'y adonc deux possibilités: a=1ou a=-1.

4 4 4 4
Sia=1, comme2ab =4, on obtient b = 22 =—=2;etsia=-1,onobtientb=— = -2.

a 2 2a -2 -
Conclusion : il y a au plus deux racines carrées, 1 +2i et —1 —2i. Et comme la proposition 14 nous
dit qu’il existe exactement deux racines carrées, il est certain que 1 + 2i et —1 — 2i sont les racines
carrées de A (la synthese est inutile).

On choisit I'une des deux racines carrées, par exemple 6 = 1 + 2i. Les solutions de I'équation
z? —3z+3—i=0sont donc

_-b-8 —(-3)-(1+2i) 3-1-2i

21 = :l—i,
2a 2x1 2

-b+6 —-(-3)+(1+2i) 3+1+2i )

2o = = = =2+1
2a 2x1 2

12



' g ' Exercices

I Exercices 18 et 19

Pour terminer la lecon, on s'intéresse aux racines de I'unité.

Théoréeme 4 (racines de I'unité)

Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Les solutions dans C de ’équation z” = 1 sontlese' » ,
avec k € [0; n— 1]. Ces solutions sont appelées racines n-iemes de 1, ou racines n-iemes de
I'unité.

Remarques.

* [a, b] désigne I'ensemble des entiers compris (au sens large) entre a et b. Donc [0; n — 1] dé-
signe les entiers 0, 1, ..., n—1.

e Onnote U, 'ensemble des racines n-iemes de I'unité.

Démonstration

On raisonne par analyse synthése :

* Analyse. Soit z € C vérifiant z" = 1.
0

z estnon nul, car 0" # 1, donc on peut I'écrire sous forme exponentielle : z = re'?, avec
r>0et0 € [0;2n] (il est plus commode ici de chercher I'argument dans [0; 27| plutot
que dans ]—-m;]). On a donc

0\ o
7N = (rele) — rnelnG'
Or z" =1 =1-¢°, donc par unicité de I'écriture sous forme exponentielle,

=1 et ke Z,n =0+2kmn.

2kn
Onendéduitr=1etf = —

2km
De plus, la condition 0 < 8 < 27 se réécrit 0 < —— < 27, d’'ou1 0 < k < n. Finalement,
n

comme k est un entier, k € [0;n—1].

. 2km
Conclusion : si z = rel? vérifie z" =1, alorsr =1 et = ——, avec k € [0; n—1]. Autre-
n

ment dit :

: 2k:
z=el'n, avec ke [0;n—1].
¢ Synthese. On vérifie que les e' n sont solutions, ce qui est immeédiat puisque

2k \ i x 2kn .
(eln) :e}’i ,,/ :e12kn:1-

13



Exemples 16

1. Les racines 3-iemes (ou cubiques) de I'unité

sont :

ei%” _ o7 _ 1,

i2n (2n) (2n) 1 V3

e 3 =cos|—|+1sin|—|=—=+1—,
3 3 2

(4 (4n) (4n) 1 V3

e 3 =cos|—|+1sm|—|=———-1—
3 3 2 2

Elles forment un triangle équilatéral.

2. Lesracines 4-iémes de 'unité sont :

eiT — eiOn =1,
et =i =1,

T =" =1,
et =7 =i

Elles forment un carré.

Exercices
I Exercices 20 a 22

IV. Exercices

Exercice 1.
Ecrire les nombres sous forme algébrique :

1. 2+1)3-2i) 5. i3
2. —(1+i)+i—-1) 6. — 1
3. (3-2i) 3-iv2
i3 i3 - 1+1
4. 2-1v3)(2+1iVv3) e
Exercice 2.
Résoudre les équations :
1. z=1+iz 2. z?=4iz 3. z22=-4

Exercice 3.
Prouver que pour tout nombre complexe z :

1. z+z=2Re(2)

2. z—z=2Im(z)

Exercice 4.
Soit z un nombre complexe, que I'on écrit z = a+ib.
On pose

Z=2z—-2z+2+3i.

1. Ecrire Z sous forme algébrique.

2. Déterminer les complexes z pour lesquels Z est
imaginaire pur, puis les complexes z pour les-
quels Z est réel.

Exercice 5 (I).

Déterminer le module et 'argument des nombres
complexes suivants. Illustrer par une (ou des) fi-
gure(s).

1. 1-iV3 3. -4
2. —1+i 4, 2i

14



Exercice 6 (I).
Soient A, B, C, D les points d’affixes z4 = —2i, zp =
7+5i, zc=2+3i,zp =5.

1. Prouver que z;» = zpp. Que peut-on en dé-
duire pour le quadrilatere ACBD et pour la lon-
gueur de ses cotés opposés?

2. Calculer leslongueurs AC et CB al’aide du mo-
dule. Que peut-on en déduire pour le quadrila-
tere ACBD?

Exercice 7.
Déterminer 'ensemble A des points M du plan
d’affixe z telle que

[z—1|=|z—1i|.

Exercice 8.
Soit 0 € R et soient M, My, M3, My les points d’af-
fixes respectives

el _el0 e—lG, e1(0+2).

Dessiner un repere orthonormé, choisir librement
0 et placer les points M;, My, M3, Mj.

Exercice 9 (I).

1. En utilisant les formules d’Euler, démontrer
que pour tout réel x :

9 1+ cos(2x)
a. cos“x= —

1-cos(2x
b. sin2x=%

2. Calculer les intégrales :
a. [ cos®xdx.

l
b. i sin?xdx.

Exercice 10 (I).

1. Démontrer que pour tout réel x :

. 3 1. 3 .
sin” x = ——sin(3x) + —sin x.
4 4

2. Calculer f;' sin® xdx.
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Exercice 11 (‘o')
Soient p, g deux réels.

1. Prouver que
elP 1 el = ¢il*z") (g(?) + e—ﬂ%)) .

2. En utilisant la partie réelle, démontrer la for-
mule de factorisation

PZ‘?) P—Q).

cos(
2

cosp+cosq:2003(

3. Démontrer également que

sinp+sing=---

Exercice 12 (9).
Prouver que pour tout 6 € R,

ol3)

|1—ei" =2

Exercice 13 ().
Relier deux a deux les nombres égaux. Illustrer par
une (ou des) figure(s).

° 2+42i o 210
e —V3+i e 3¢7i2
o —3i o 2\/2¢l%
.2 . 2e%

Exercice 14 (IX).
En utilisant la forme exponentielle, démontrer la
propriété du cours: VzeC, Vz' €C,

1. |zxz’|:|ZIX|z’|.

2. arg(zxz') =arg(z) +arg(z).

Exercice 15 ().

1. Ecrire sous forme exponentielle les nombres :
a. 21 = \/5 + i\/i
b. Zp = \/§ —i

C. £=21%x2

2. Calculer Z5 sous forme algébrique.



Exercice 16.

1. Placer dans le plan complexe les points M;, M,
d’affixes respectives z; =2 +1i, zp =1 —-3i.

2. On considere la transformation r du plan com-
plexe qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M’ d’affixe z’ = e'Z x z.

a. Déterminer les images de M; et M, par r.

b. Latransformationrest.....................
(On ne demande pas de justifier.)

3. On généralise :
Soit 8 € R. La transformation qui, a tout point
M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’, avec
Z=efxzest ...

(Compléter les pointillés.)

Exercice 17 (Ii).

Résoudre dans C les équations :
1. z22-2z+5=0

2. z22-4z+3=0

3. Z2+z+1=0

Exercice 18 (Ii).

Déterminer les racines carrées dans C des nombres
complexes :

1. 4eiz?”

2. 5e7ii
3. -9
4. 8-6i

Exercice 19 ('9).
Résoudre dans C les équations :
1. z243z+1-3i=0

2. Z2—4iz—1-4i=0

Exercice 20 ().
1. Résoudre dans C I'’équation
2 =1.
Représenter I'ensemble des solutions dans le

plan complexe.

2. Résoudre dans C I'équation
=1

Représenter I'ensemble des solutions dans le
plan complexe.

Exercice 21 (‘o')
On considére I'équation

(B) zZ°=-1.

Pour résoudre (E), on va faire un raisonnement par
analyse-synthese.

1. Analyse. Soit z € C. On suppose que z est une
solution de (E) et on pose Z = z x els.
Prouver que Z3 = 1. Que peut-on en déduire
pour Z, puis pour z ?

2. Synthese. Vérifier que les z obtenus dans la
question précédente sont bien solutions et
conclure.

Exercice 22 (©).
On considére I'équation

(B) z'=-i

Pour résoudre (E), on va faire un raisonnement par

analyse-synthése.

1. Analyse. Soit z € C. On suppose que z est une
solution de (E) et on pose Z = z x els .
Prouver que Z* = 1. Que peut-on en déduire
pour Z, puis pour z ?

2. Synthese. Vérifier que les z obtenus dans la
question précédente sont bien solutions et
conclure.

16



	Chapitre 4 : Nombres complexes
	Nombres complexes et plan complexe
	Écriture sous forme exponentielle
	Équations dans C
	Exercices


